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1) Siano M,N varietà differenziabili senza bordo della stessa dimensione, e sia f :M → N un embedding.
(i) Supponi che M sia compatta e che N sia connessa. Mostra che f è un diffeomorfismo.

(ii) Sia Sk la sfera k-dimensionale, munita dell’usuale struttura differenziabile. Per ogni coppia di interi
positivi (m,n), calcola il minimo intero h tale che esista un embedding f :Sn×Sm → Rh. [Suggerimento:
può essere utile dimostrare preliminarmente che esiste un embedding di Sn × R in Rn+1.]

2) Sia ω ∈ Ω3(R4 \ {0}) la 3-forma differenziale cos̀ı definita:

ω =
x1 dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 − x2 dx1 ∧ dx3 ∧ dx4 + x3 dx1 ∧ dx2 ∧ dx4 − x4 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3(

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2
)2

e, per ogni a ∈ R, sia

Σa = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4 − a)2 = 1} .

(i) Mostra che, per ogni a /∈ {1,−1}, l’insieme Σa è un’ipersuperficie compatta e orientabile di R4 \ {0}, e
fissane un’orientazione.

(ii) Mostra che ω è una forma chiusa.
(iii) Sia Sr ⊆ R4 la sfera di raggio r centrata nell’origine (per cui Sr è un’ipersuperficie di R4 \ {0}), e fissa

un’orientazione su Sr. Calcola ∫
Sr

ω ,

assumendo il fatto che il volume della sfera unitaria 3-dimensionale è uguale a 2π2.
(iv) Per ogni a /∈ {1,−1}, calcola ∫

Σa

ω .

3) Sia σ: I → M una geodetica non costante in una varietà Riemanniana M . Se f : J → I è un
diffeomorfismo fra intervalli di R, dimostra che σ ◦ f è una geodetica se e solo se f è una funzione lineare
affine.


