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1) Sia M un varietd connessa. Dimostra che per ogni p, ¢ € M esiste un diffeomorfismo F: M — M
con F(p) = q. [Suggerimento: comincia dimostrandolo per p e ¢ sono sufficientemente vicini.]

2) Sia M una varietd di dimensione n. Dimostra che a ogni X € T (M) & possibile associare un’unica
applicazione R-lineare ix: A®*(M) — A®*(M) che soddisfa le proprieta seguenti:
(a) ix(A"(M)) C A"~ 1(M);
(b) ix(f) =0 per ogni f € A°(M) = C*(M);
(c) ix(w) = w(X) per ogni w € AY(M);
(d) ix (w1 Aws) =ix(w1) Awz + (—1) w1 Aix(wz) per ogni wy € A"(M) e wy € A5(M).
Dimostra inoltre che ix oix = O.

3) Sia M una varieta Riemanniana, e S C M una sottovarieta considerata con la metrica indotta.
(i) Sia 0:I — S una curva. Dimostra che se o & una geodetica in M allora & una geodetica anche in S.

Dato p € S, diremo che S & geodetica in p se ogni geodetica in M uscente da p e tangente a S in p ha
supporto completamente contenuto in S. Diremo inoltre che S & totalmente geodetica se & geodetica in ogni
suo punto.

(ii) Caratterizza tutte le sottovarieta totalmente geodetiche di R"™ considerato con la metrica euclidea.

(iii) Supponiamo che S sia geodetica in p € S; dimostra che ogni geodetica (rispetto alla metrica indotta)
in S uscente da p € anche una geodetica in M.

(iv) Trova un esempio di una sottovarieta S in una varietd Riemanniana M e di una geodetica (rispetto alla
metrica indotta) in S che non sia una geodetica in M.

(v) Supponiamo che S sia totalmente geodetica. Dimostra che per ogni p € S & possibile trovare un intorno
aperto U di p in S tale che dg(q1,92) = da(q1,q2) per ogni ¢1, g2 € U, dove dps (rispettivamente,
dg) ¢ la distanza Riemanniana in M (rispettivamente, in S). [Suggerimento: usa palle geodeticamente
convesse.|



