Corso di E.D.P.- Corso di Laurea in Matematica (A.A. 2019/2020)
Prova scritta del 16 Settembre 2020

Cognome: ,
Nome:

Matricola:

Esercizio 1

Per ogni 7 siano BY = {x € R"|0 < |x| < 1} e BY = {x € R"||x| < 1}.
e Provare che se >3 ed u € C*(B?) N L#2(B") soddisfa
Au =0 su B’f,

allora esiste u, € R tale che la funzione # : Bf — R definita come
segue

ﬁ(x):{u(x), 0<|xl<1
uy, x=0

e’ di classe C%(BY) e soddisfa
Au =0 su BY.

Esercizio 2

Provare che il seguente problema di Cauchy ammette al piu’ una soluzione
u(t,x) € C*(R" x R):

afu —Au+V(t,x)u=0, (t,x)eRxR"
u(0,x) = f € C3(R"), d,u(0,x)=ge C{R"
dove V (t,x) € C®(IR xR").



1. SoLuzioNI

Esercizio 1
Per il teorema della media ed Holder abbiamo
. 2
|an o) “OAYL el i gy H1 01
<C, =
le” |x[" |x|"=2

|u(x)| =

0 g :
dove abbiamo usato che ||u|| 0. Quindi concludiamo per

L2 (B (x,|x])
il teorema di rimozione delle singolarita’ quando n > 3.

Esercizio 2
Bisogna provare che se (f,g) = (0,0) allora u(t,x) = 0. Lavoreremo
per t > 0, il caso t < 0 €’ simile. Moltiplicando I’ equazione per d,u
troviamo

%at(aw ; %at(atu)z 9 (Iud )+ %Qt(V(t,x)uZ) _ %atV(t,x)uz ~0.

Indichiamo ora con Cg(0) il cono di base By (0) e di vertice (0, R). Prover-
emo che per ogni fissato T > 0 la soluzione e’ nulla su C;(0). Inoltre
per ogni t € (0, T) indichiamo con C%(0) il cono C1(0) troncato all’ al-
tezza t. Integrando su C%(0) ed usando il teorema della divergenza (e
ricordadosi quanto fatto a lezione) che i primi tre termini danno un
contributo maggiore o uguale a

1 1
Ef |Vt’xu(t,x)|2dx—§J- IV, 1 (0, x)|*dxdt
B(0,T—t) B(0,T)

e quindi se le condizioni iniziali sono nulle si trova:

1
—J N txldx<JJ V(t,x)uod,udxdt.
2 Jpo,1-1) CL(

Osserviamo infine che V(t,x) = (V(¢,x) + 1) — 1 quindi se chiamiamo
V(t,x) = V(t,x)+1 allora

1
—J Vi cu (tx|2dx+ff ud,udxdt
2 B(0,T-t) Cl‘
JJ txu&’ udxdt
Ct



3
ed usando ancora la divergenza su C5(0) sul secondo termine a sin-
istra (che possiamo scrivere come 5 fjct 2)dxdt e ricordandosi

che abbiamo condizioni iniziali nulle) abb1amo che
1

—f (IV, u(t, x)|? + u?(t,x)) dx<ff V(t,x)ud,udxdt
2 Jpo,m-1) ct

Quindi se 1nd1ch1amo con g(t) = §f BO.T-t) (IV, yu (t x)|* + u?(t,x))dx per
t € (0, T) abbiamo g(0) = 0 ed inoltre usando Fubini e Holder abbiamo

ff V(t,x)ud,udxdt
Ct

< sup V| \/J u(s, x dx \/J (d,u(s, x))? dx)
B(0,T—-s) B(0,T-s)
sup IVIJ

Pertanto per il Lemma di gronwall deduciamo che g(s) = 0 per ogni s
e quindi u = 0 su C7(0).
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