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Esercizio 1
Sia Ω aperto in Rn e sia w ∈ C(Ω). Provare la seguente equivalenza

∀x ∈ Ω, ∃r(x) > 0 t.c.

∫
Br(x)

w(y)dy

vol(Br(x))
= w(x) ∀x ∈ Ω,∀0 < r < r(x)

⇐⇒ w ∈ C2(Ω),∆w = 0.

Esercizio 2
Ricordiamo che Lp,∞ indica lo spazio delle funzioni Lp-deboli. Provare i seguenti
fatti:

• per ogni p ∈ [1,∞) lo spazio Lp,∞ e’ uno spazio vettoriale;

• dati 1 ≤ p1 < p2 <∞, provare la seguente implicazione

f ∈ Lp1,∞ ∩ Lp2,∞ ⇒ f ∈ Lp,∞, ∀p ∈ (p1, p2).
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Soluzioni
Sol. Esercizio 1

Una implicazione e’ovvia (da dx verso sx). Proviamo l’altra. Fissata una palla
BR(x0) ⊂ Ω consideriamo g(x) che sia armonica e g(x) = w(x) per x ∈
∂BR(x0). Allora dico che w = g su BR(x0) e siccome questo e’ vero per ogni
palla contenuta in Ω ne deduciamo che w e’ armonica su Ω. Osserviamo che
h = w−g gode della proprieta’di avere media nulla su palle di raggio abbastanza
piccolo (dipendente da x). Sia quindi M il valore massimo di h su BR(x0) allora
{x ∈ BR(x0)|h(x) = M} e’chiuso per continuita’ ed e’ aperto per la proprieta’
di media. Quindi h(x) ≡ M su ∂BR(x0) ma siccome sul bordo h ≡ 0 abbiamo
che h(x) ≡ 0 su ∂BR(x0). Allo stesso modo si prova che il minimo di h su
BR(x0) e’ zero.

Sol. Esercizio 2 Osserviamo che {|f + g| > λ} ⊂ {|f | > λ
2} ∪ {|g| >

λ
2}

e quindi

λp|{|f + g| > λ}| ≤ 2p
(λ

2

)p|{|f | > λ

2
}|+ 2p

(λ
2

)p|{|g| > λ

2
}|

≤ 2p sup
λ
λp{|f | > λ}+ 2p sup

λ
λp{|f | > λ}

Inoltre se c ∈ R abbiamo

λp|{|cf | > λ}| = cp
(λ
c

)p|{|f | > λ

c
}| ≤ cp sup

λ
λp{|f | > λ}.

Osserviamo inoltre che se |λ| ≤ 1 allora

λp|{|f | > λ}| ≤ λp1{|f | > λ} ≤ sup
λ
λp1{|f | > λ} <∞

e che se |λ| > 1 allora

λp|{|f | > λ}| ≤ λp2|{|f | > λ}| ≤ sup
λ
λp2{|f | > λ} <∞

quindi abbiamo che
sup
λ
λp|{|f | > λ}| <∞.
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