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Esercizio 1
Sia u ∈ C2(Rn) una funzione armonica a valori reali. Per ogni p ∈ [1,∞)
fissato provare le seguenti implicazioni:
• ∇u ∈ Lp(Rn)→∃C ∈R t.c. u(x) = C;
•
∫ |u|p

(
√

1+|x|2)n+p
dx <∞→∃C ∈R t.c. u(x) = C.

Esercizio 2
Sia ϕ(x) ∈ C∞0 (Rn). Per ogni v ∈ R

n sia uv(t,x) l’unica soluzione di
classe C∞(R×Rn) del seguente problema di Cauchy:∂tu + v · ∇xv = 0

u(0,x) = ϕ(x)

Provare i seguenti fatti:
• limt→∞ supx |uv(t,x)| = 0 ⇐⇒ ϕ ≡ 0;
• limt→∞(supx

∫
R
n |uv(t,x)|dv) = 0
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1. Soluzioni

Esercizio 1
Per il teorema della media e Hölder si ha

|∇u(0)| = |
?
B(0,R)

∇udx| ≤ CR−nRn−
n
p

∫
|∇u|pdx)

1
p

e quindi passando al limite per R → ∞ si conclude che |∇u(0)| = 0.
Con lo stesso argomento si puo’ provare |∇u(x)| = 0 per ogni x.

Per il secondo punto osserviamo che per l’ipotesi di integrabilita’
(ed usando le coordinate sferiche) esiste una successione Rk→∞ tale
che

∫
SRk
|u|pdσ = o(Rn+p−1

k ). Usando quindi questa informazione ed il

teorema della media si ha

|∇u(0)| = |
?
B(0,Rk)

∇udx| = c
Rnk
|
∫
S(0,Rk)

uνdσ |

≤ c
Rnk

(
∫
S(0,Rk)

|u|pdσ )
1
pR

n−1−np+ 1
p

k = o(1)

da cui |∇u(0)| = 0. Analogamente |∇u(x)| = 0 per ogni x.

Esercizio 2
Si ha la seguente formula uv(t,x) = ϕ(x − vt). Quindi supx |uv(t,x)| =
supx |ϕ| da cui segue il primo punto.

Per il secondo punto osserviamo che∫
|uv(t,x)|dv =

∫
|ϕ(x − vt)|dv =

1
tn

∫
|ϕ|

e quindi si conclude.
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