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Esercizio 1
Sia dato il problema di Dirichlet

Au=0, ueC*Q)nCQ)

u(x)=0, VxedQ
dove Q = {(xy,...,x,) € R"|x, > 0}.
Provare che:

e non si ha unicita’ della soluzione;
e la soluzione €’ unica se si assume u € L*(Q)).
(Sugg: potrebbe essere utile estendere per disparita’ u(x) rispetto
all’ iperpiano {x,, = 0}).
Esercizio 2
Sia e il semigruppo del calore e ¢ € C°(IR"). Provare che:
e la funzione R* 3t — |le"*@|[;1(gn) € decrescente;

e la funzione R* 3t — fxemgodx € R" e’ costante.



1. SoLuzioNI

Esercizio 1

Osserviamo che u(x) = 0 ed u(x) = x,, sono due soluzioni distinte del
problema di Dirichlet.

Riguardo al secondo punto introduciamo i : R" — R definita come
segue:

u(xy, ..., Xy_1,%,), x>0

U(xXi,..., X, 1,X,) =
(%1, X1, Xp) {—u(xl,...,xn—p—xn)' MY

Se proviamo che A#i = 0 su R” allora possiamo concludere per il teo-
rema di Liouville che #i(x) = const e quindi i(x) = 0 essendo # = 0 su
dQ). Resta da provare che i e’ armonica su IR". Si puo’ procedere in
diversi modi, di seguito una possibilita’:
Sia R > 0 e consideriamo l'unica soluzione del seguente problema di
Dirichlet B
Av=0, veC?*Bg)NC(Bg)
v(x) =1i(x), x€JdBg
Osserviamo che 7 = v(xy,...,x,_1,—X,) risolve
AV =0, ©eC*Bgr)NC(Bg)
7(x)=—1i(x), x€dBy
e quindi per unicita’ del problema di Dirichlet su By si trova 7(x) =
—v(x). Quindiv(xy,...,x,_1,0) = —v(xy,...,x,_1,0) e pertanto v(xy, ..., x,_1, X,,) =
0 su {x € Bg|x,, = 0}. Quindi v(x) risolve
A7 =0, 7eC%Bh)NC(Bg)
v(x)=u(x), x€dBrev(x)=0, xef{(xy,...,x,)|x, =0}
Da cio’ deduciamo, per unicita’ della soluzione di Dirichlet su B}
che u(x) = v(x) su B} e quindi per disparita’ ii(x) = ¥(x).
Esercizio 2

Osserviamo che per una generica ¢ € L! abbiamo per una opportuna
costante ¢ > O:

C (x—y)2
||e%||p=|femcpdx|=t—%f|fe— " F(v)dyldx
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Si conclude osservando che se t > s allora e2¢p = el!™20e2p e quindi
per quanto visto sopra (dove t viene sostituito da t —s e ¢ viene sosti-
tuito da e, allora

le @l < lle@llp,  t>s.
Per il secondo punto osserviamo che

Jxemgodx == J-Jxeﬂgo(y)dydx
:inj(f(x—y)e‘("? dy+—ffye f qo(y dydx
_c—[ze dzJ- f?@
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