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Esercizio 1
Sia dato il problema di Dirichlet

∆u = 0, u ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄)

u(x) = 0, ∀x ∈ ∂Ω
dove Ω = {(x1, . . . ,xn) ∈ Rn|xn > 0}.

Provare che:
• non si ha unicita’ della soluzione;
• la soluzione e’ unica se si assume u ∈ L∞(Ω).

(Sugg: potrebbe essere utile estendere per disparita’ u(x) rispetto
all’ iperpiano {xn = 0}).

Esercizio 2
Sia et∆ il semigruppo del calore e ϕ ∈ C∞0 (Rn). Provare che:
• la funzione R+ 3 t→ ‖et∆ϕ‖L1(Rn) e’ decrescente;
• la funzione R+ 3 t→

∫
xet∆ϕdx ∈Rn e’ costante.
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1. Soluzioni

Esercizio 1

Osserviamo che u(x) = 0 ed u(x) = xn sono due soluzioni distinte del
problema di Dirichlet.

Riguardo al secondo punto introduciamo ũ : Rn→ R definita come
segue:

ũ(x1, . . . ,xn−1,xn) =

u(x1, . . . ,xn−1,xn), x1 ≥ 0
−u(x1, . . . ,xn−1,−xn), x1 ≤ 0

Se proviamo che ∆ũ = 0 su Rn allora possiamo concludere per il teo-
rema di Liouville che ũ(x) = const e quindi ũ(x) = 0 essendo ũ = 0 su
∂Ω. Resta da provare che ũ e’ armonica su R

n. Si puo’ procedere in
diversi modi, di seguito una possibilita’:
Sia R > 0 e consideriamo l’unica soluzione del seguente problema di
Dirichlet ∆v = 0, v ∈ C2(BR)∩C(BR)

v(x) = ũ(x), x ∈ ∂BR

Osserviamo che ṽ = v(x1, . . . ,xn−1,−xn) risolve∆ṽ = 0, ṽ ∈ C2(BR)∩C(BR)
ṽ(x) = −ũ(x), x ∈ ∂BR

e quindi per unicita’ del problema di Dirichlet su BR si trova ṽ(x) =
−v(x). Quindi v(x1, . . . ,xn−1,0) = −v(x1, . . . ,xn−1,0) e pertanto v(x1, . . . ,xn−1,xn) =
0 su {x ∈ BR|xn = 0}. Quindi v(x) risolve∆ṽ = 0, ṽ ∈ C2(B+

R)∩C(B
+
R)

v(x) = u(x), x ∈ ∂BR e v(x) = 0, x ∈ {(x1, . . . ,xn)|xn = 0}.
Da cio’ deduciamo, per unicita’ della soluzione di Dirichlet su B+

R
che u(x) = v(x) su B+

R e quindi per disparita’ ũ(x) = ṽ(x).
Esercizio 2

Osserviamo che per una generica ϕ ∈ L1 abbiamo per una opportuna
costante c > 0:

‖et∆ϕ‖L1 = |
∫

et∆ϕdx| = c

t
n
2

∫
|
∫

e−
(x−y)2

t f (y)dy|dx
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≤ c

t
n
2

∫ ∫
e−

(x−y)2
t |f (y)|dydx ≤ c

∫
e−

(x−y)2
t

dx

t
n
2

∫
|f (y)|dy = ‖f ‖L1.

Si conclude osservando che se t > s allora et∆ϕ = e(t−s)∆◦es∆ϕ e quindi
per quanto visto sopra (dove t viene sostituito da t − s e ϕ viene sosti-
tuito da es∆ϕ, allora

‖et∆ϕ‖L1 ≤ ‖es∆ϕ‖L1, t > s.

Per il secondo punto osserviamo che∫
xet∆ϕdx =

c

t
n
2

∫ ∫
xe
−(x−y)2

t ϕ(y)dydx

=
c

t
n
2

∫ ∫
(x − y)e

−(x−y)2
t ϕ(y)dydx+

c

t
n
2

∫ ∫
ye
−(x−y)2

t ϕ(y)dydx

=
c

t
n
2

∫
(
∫

(x − y)e
−(x−y)2

t dx)ϕ(y)dy +
c

t
n
2

∫ ∫
ye
−(x−y)2

t ϕ(y)dydx

= c

∫
ze−z

2
dz

∫
ϕ(y)dy +

c

t
n
2

∫
(
∫

e
−(x−y)2

t dx)yϕ(y)dy =
∫

yϕ(y)dy.
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