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Esercizio 1

Sia u ∈ C2(Rn) una funzione armonica su R
n tale che∫

Sr (0)
|u|2dσ = o(rn−1) per r→∞

dove dσ e’ la misura sulla sfera (n − 1)-dimensionale centrata nell’
origine:

Sr(0) = {x ∈Rn|‖x‖ = 1}
Dedurre che

u(x) = 0, ∀x ∈Rn

Esercizio 2

Provare la seguente versione forte del principio del massimo per l’
equazione del calore:
siano f (x), g(x) ∈ L1(Rn) tali che f (x) ≥ g(x) a.e. x ∈ R

n allora vale
una delle seguenti alternative:

et∆f > et∆g, ∀(t,x) ∈ (0,∞)×Rn

oppure
f (x) = g(x) a.e. x ∈Rn
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1. Soluzioni

Esercizio 1
Usando le coordinate polari si deduce che∫

Br (0)
|u(x)|2dx = o(rn)

Inoltre dico che per ogni x0 ∈Rn∫
Br (x0)
|u(x)|2dx = o(rn)

come si deduce dal fatto che

Br(x0) ⊂ Br+|x0|(0)
ed usando la stima fatta per palle centrate nell’ origine. Si conclude
quindi osservando che per il principio della media

|u(x0)| ≤
?
Br (x0)
|u(x)|dx ≤ C

(
∫
Br (x0)
|u|2dx)12 r n2

rn
=
o(rn)
rn

r→∞→ 0

Esercizio 2
Per differenza basta provare la proprieta’ per g(x) = 0. Consideriamo
quindi f (x) e supponiamo che f (x) non sia nulla q.o. x ∈ Rn. Allora
esiste δ > 0 tale che Bδ = {f (x) > δ} ha misura positiva. Allora abbiamo
che

et∆f (x) =
∫
Bδ

Kt(x−y)f (y)dy ≥
∫
Bδ

Kt(x−y)f (y)dy ≥ δ
∫
Bδ

Kt(x−y)dy > 0

dove abbiamo usato il fatto cheKt(x) > 0 per ogni x ∈Rn e Bδ hamisura
positiva.
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