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Esercizio 1

Sia et∆ il semigruppo del calore su R
n. Provare che:

• per ogni ϕ ∈ L1(Rn) il seguente limite esiste ed e’ finito:

lim
t→∞
‖et∆ϕ‖L1(Rn)

• detto Lϕ il limite nel punto precedente provare che Lϕ ∈ [0,‖ϕ‖L1(Rn)];
• ∃ϕ ∈ L1(Rn) t. c. ‖ϕ‖L1(Rn) = 1 e limt→∞ ‖et∆ϕ‖L1(Rn) = ‖ϕ‖L1(Rn)

Esercizio 2
Per ogni p ∈ [1,∞) e per ogni n ≥ 1 definiamo il seguente insieme di
funzioni:

Fp(Rn) = {V : Rn→R|V e’ misurabile e sup
(x,r)∈Rn×R

[
r2−np (

∫
Br (x)
|V (x)|pdx)

1
p
]
<∞}.

Provare che vale la seguente inclusione

V ∈ L
n
2
deb(R

n) =⇒ V ∈ Fn
2−µ(R

n), ∀0 < µ ≤ n
2
− 1.
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1. Soluzioni

Esercizio 1
Scriviamo f = f+ − f− dove f+ ed f− sono la parte positiva e negativa di
f . Allora

et∆f = et∆f+ − et∆f−
e quindi

‖et∆f ‖L1 ≤ ‖et∆f+‖L1 + ‖et∆f−‖L1 = ‖f+‖L1 + ‖f−‖L1 = ‖f ‖L1

dove abbiamo usato il fatto che se f ≥ 0 allora ‖et∆f ‖L1 = ‖Kt ? f ‖L1 =∫
Kt ? f =

∫
f = ‖f ‖l1, dove abbiamo tenuto conto della positivita’ di

Kt(x). Osserviamo ora che e(t+s)∆f = et∆(es∆f ) e quindi per quanto
provato sopra si ha

‖e(t+s)∆f ‖L1 ≤ ‖es∆f ‖L1

e quindi e’ decrescente la funzione t→ ‖et∆f ‖L1 e quindi esiste il lim-
ite.

Inoltre per monotonia si ha che ‖et∆f ‖L1 ≤ ‖f ‖L1 e quindi il limite
sara’ positivo e minore oppure uguale a ‖f ‖L1.

Infine osserviamo che per quanto detto sopra se f ≥ 0 allora ‖et∆f ‖L1 =
‖f ‖L1 e quindi anche il limite per t→∞ sara’ uguale a ‖f ‖L1.

Esercizio 2
Nel seguito indicheremo con c,c′, c′′ etc delel costanti positive il cui
valore puo’ cambiare da riga in riga.

Osserviamo che∫
Bx(r)
|V |

n
2−µ = c

∫ ∞

0
λ
n
2−µ−1|{|V | > λ} ∩Bx(r)|dλ

≤ c′
∫ ∞

0
λ
n
2−µ−1 min{|Bx(r)|, |{|V | > λ}|dλ ≤ c′′

∫ ∞

0
λ
n
2−µ−1 min{rn,λ−

n
2 }dλ

= c′′
∫ ∞

1
r2

λ−µ−1 + c′′
∫ 1

r2

0
rnλ

n
2−µ−1 = c′′r2µ + c′′rn−n+2µ

Quindi

r
2− n

n
2−µ‖V ‖

L
n
2−µ(Bx(r)

= c′′′r
2− n

n
2−µ r

2µ( 1
n
2−µ

)
< c′′′′
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