Corso di E.D.P.- Corso di Laurea in Matematica (A.A. 2018/2019)
Prova scritta del 06 Febbraio 2020

Cognome: ,
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Matricola:

Esercizio 1

Sia e il semigruppo del calore su IR". Provare che:
e per ogni @ € L'(IR") il seguente limite esiste ed €’ finito:

tlgg ”etA(P“Ll(IR”)
e detto L, il limite nel punto precedente provare che L, € [0, [|¢||11 &) ];

° EI(P € LI(IRn) t. c. ||(P||L1(IRVI) =1le limt_)oo ||€tA(P||L1(1Rn) = ”(P”Ll(lR”)
Esercizio 2
Per ogni p € [1,00) e per ogni n > 1 definiamo il seguente insieme di
funzioni:

Fp(R") ={V:R" - R|V € misurabilee sup [rz_g(J |V(x)|pdx)%] < oo}.
(x,7)eR"XIR B,(x)

Provare che vale la seguente inclusione

VELL(R) =V eFy (R), YO<ps<Z-1,



1. SoLuzioNI

Esercizio 1
Scriviamo f = f, — f_ dove f, ed f_ sono la parte positiva e negativa di

f. Allora
etAf — etAf+ _ etAf_
e quindi

lle™® fllr < lle® fullr + e fllo = 1l + Ml = 1 f 1l
dove abbiamo usato il fatto che se f > 0 allora ||e"® f||;: = |IK; * fllpx =
fKt*f = jf = ||f]|;1, dove abbiamo tenuto conto della positivita’ di
K,(x). Osserviamo ora che e!"*92f = ¢'2(¢’Af) e quindi per quanto
provato sopra si ha

A A
le®* 2 £l < lle® £l

e quindi e’ decrescente la funzione t — ||e'2 f||;: e quindi esiste il lim-
ite.

Inoltre per monotonia si ha che ||le®f||;1 < ||fll; e quindi il limite
sara’ positivo e minore oppure uguale a ||f]|;:.

Infine osserviamo che per quanto detto sopra se f > 0 allora ||e!* f||;1 =
lf|lz1 e quindi anche il limite per t — oo sara’ uguale a |[|f||1.

Esercizio 2
Nel seguito indicheremo con c,c’,c” etc delel costanti positive il cui
valore puo’ cambiare da riga in riga.

Osserviamo che

f |V|%‘”:CJ ATV > Ay N B(r)|d A
B.(r) 0

(o]

sC’j A%‘”‘lmin{le<r)|,|{|V|>A}|dASc"f A3 F I min{r", 172)d A
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