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Serie numeriche

Definizioni

Sia (ag)ken una successione di numeri reali (o complessi).

o0 n
e Si dice (n-esima) somma parziale della serie g ar la somma finita S, := g ag.
k=1 k=1
oo
e Diciamo che la serie g ar, converge se esiste (ed e finito) il limite delle somme parziali
k=1
lim S,,.
n—oo
oo
e Diciamo che la serie g ay, diverge se la successione (Sy,),>1 delle somme parziali diverge, i.e.
k=1
lim S,, = +oo.
n—oo

o0
e Una serie g ay, € regolare, se converge oppure diverge.
k=1

Due esempi importanti

Sia X un numero reale positivo (X € R, X > 0).

+oo
e Se X < 1, allora la serie ZX * converge. Inoltre, la successione delle somme parziali
k=0

Sp=Y XF=14X+X>+- +X",
k=0

. 1 - . .
converge al limite T x Quindi, possiamo scrivere

“+o0o 1
ZX’“ = lim S, = %
k=0

n—00 — X

+oo
e Se X > 1, allora la serie ZXk diverge.
k=0

Condizione necessaria per la convergenza di una serie

+oo
Teorema 1. Sia E ay, una serie di numeri reali (o complessi).
k=1
Se la serie converge, allora necessariamente lim aj = 0.
k—o0




Operazioni algebriche con le serie
Teorema 2. Siano
+o0 +oo
Suoe Yo
k=1 k=1
due serie di numeri reali (o complessi) convergenti. Sia C' una costante reale (o complessa).
Allora anche le serie

+o0 +00
Z(ak + b) e Z Cay,
k=1 k=1
convergono e St ha
400 —+00 +o00 400 +00
Z(ak-l-bk):Zak—i-Zbk e ZCak:CZak.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Serie di numeri reali non-negativi

Teorema 3. Sia (ay)r>1 una successione di numeri reali non-negativi (ar, > 0 per ogni k) e sia

n

S. :Zak’

k=1

+oo
la successione delle somme parziali della serie Z ag.-
k=1

+o0o
(i) Se la successione delle somme parziali (Sp)nen € limitata, allora la serie g ay converge.
k=1

+o0o
(7i) Se la successione delle somme parziali (Sy)neny non € limiata, allora la serie Zak diverge.
k=1

Criterio del confronto

Teorema 4. Siano (ag)r>1 € (by)p>1 due successioni di numeri reali non-negativi, con la sequente
proprieta: esiste N € N tale che

0<ap <b, perogni k> N.

Allora, sono vere le sequenti implicazions.

+oo +oo

(i) Se la serie Z bi, converge, allora converge anche la serie Zak.
k=1 k=1
+o0 +oo

(ii) Se la serie Z ay, diverge, allora diverge anche la serie Z by,
k=1 k=1




Criterio del rapporto

Teorema 5. Sia (ap)p>1 una successione di numeri reali positivi (an, > 0 per ogni n € N).
Supponiamo che esiste il limite

lim 2L = x,
n—oo QA
+oo
i) Se 0 < X <1, allora la serie an converge.
(1) g
n=1
400
(ii) Se X > 1 oppure X = 400, allora la serie Zan diverge.
n=1

Criterio della radice

Teorema 6. Sia (an)n>1 una successione di numeri reali non-negativi (a, > 0 per ognin € N).
Supponiamo che esiste il limite

lim (a,)"/" = X.

n—oo
+oo
(i) Se 0 < X <1, allora la serie Z a, converge.
n=1
“+o0o
(ii) Se X > 1 oppure X = 400, allora la serie Z ay diverge.
n=1
Esercizi sulle serie
+oo 1
Esercizio 7. Dimostrare che la serie diverge.
o V2k+ 2+ V2
+oo 1
Esercizio 8. Dimostrare che la serie ———  diverge.
= VE+4+VE
—+00 1
Esercizio 9. Dimostrare che la serie Z ——— conwverge e trovare il limite delle somme parziali.
— k(k+1)
+o00 1
Esercizio 10. Dimostrare che la serie Z ———— converge e trovare il limite delle somme parziali.
= k(k +3)
+o00 1
Esercizio 11. Dimostrare che la serie Z 71 converge e trovare il limite delle somme parziali.
k=1"
o0 k
Esercizio 12. Dimostrare che la serie Z m converge e trovare il limite delle somme parziali.
k=1 ’
+00 ok
. . . . 3% 42 o -
Esercizio 13. Dimostrare che la serie Z gF - converge e trovare il limite delle somme parziali.
k=0
+0o0 2k
Esercizio 14. Dimostrare che la serie Z ST converge e trovare il limite delle somme parziali.
k=1



Esercizio 15. Studiare (dire se convergono o divergono) le serie sequenti:

+o00 1 +o0 1 +o00 3n +0o0 53n+1 400 22(n_2)
1 — i — ; i
(1) n;)”! nz:%(n—l—Q)! nz:;]n! nz:;) n! nz:%(n—l—Q)!
+oo 2 +oo 2 +o00 +o00 +oo
i+ 3" (n))? (n))? (n+ 1)l(n +2)!
2) Z n! Z 2(n+1)2 7 Z (n2)!”’ Z (2n)!”’ Z (2n + 1)! ’
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
5 io(n+1)!(n—|—2)! . fn!(n+1)!(n+3)! . +i:”i%”[(nﬂ)!]z
o (2n+ 1)! 7 vt (3n)! ’ vt (2n)! '

Tre esercizi sulle successioni

Proposizione 16. Sia (a,)nen una successione limitata di numeri reali non-negativi con la sequente
proprieta: esistono due costanti b > 0 e B > b tali che

b<a,<B perogni néeN.

Dimostrare che
lim ()" = 1.

n—oo

Proposizione 17.

(i) Dimostrare che se X >0 en € N, allora
(1+X)" > 1+ nX.

Dedurre che
(nX)/" <1+ X.

(ii) Sia n € N. Scegliendo opportunamente X del punto precedente, dimostrare che
1\2
1/n
n"<|(14+4—) .
8 < i ﬁ)

lim n'/» = 1.

(i4i) Dimostrare che

n—oo
Esercizio 18. Calcolare © limiti sequenti
. 2 1/77, . . 1/n . : 1/(2n+1) . s 2 1/6n .
(1) nlgrolo(n +1)/M; nlgrolo(éln +3)/"; nh_)n;o(n +1) ; nli)rrolo(n +2)/°m

(2)  lim P(n)'/",

n—o0

dove P ¢ un polinomio a coeffieicenti reali, di grado m € N, con coefficiente a, (an, € il coefficiente
davanti a X™) strettamente positivo (am, > 0):

m
P(X) = Zaka = amX™ + am 1 X" aa X+ a X+ ao.
k=0

(3)  lim (n+29)"5 lm (3"243)7 5 dim (2 4 37)

n—o0 n—oo n—oo




Esercizio sulle serie

Esercizio 19. Studiare (dire se convergono o divergono) le serie sequenti:

I S T LTI Dy
nn’ (47’L + 1)n ’ n2n+l ’ (7’L + 5)2n ’ (TL+ 1)2n )
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
) S22 430+ 6 el X243t R34l
DRSS L S D DL S y)-
n=1 n=0 n=1 n=0

+o0

n too n 2n+1 too n2n—1
(3) Z 1+2" Z : (2n+1) ) Z

nm+3n 2n+1)" 4+ 3n+1)" ' (2n+1)"

n=1 n=1

n=1



