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INTEGRAZIONE SU DOMINI RETTANGOLARI IN R"™

In questa prima sezione definiremo 'integrale di Riemann di funzioni limitate su domini della forma
: n
R:[al,bl] X [ag,bg} X"-X[an,bn] m R™ .
La costruzione ¢ generale e funziona in tutte le dimensioni. Per semplicita, ci concentreremo sul caso n = 2.

Il dominio e la funzione. In R? consideriamo il rettangolo R = [a,b] x [c,d]. Inoltre, sia F' : R — R una
funzione limitata.

Partizioni. Siano

Plap) =f{a=to <t1 <ty < - <ty =b}

Ple,a) = {c:so<31 <8y < v <sn:d}
due partizioni rispettivamente degli intervalli [a,b] e [c,d]. Per ogni i = 1,...,m e j = 1,...,n, definiamo il
rettangolo

Rij = [ti—1,t:] X [sj-1, 5]
Diremo che la famiglia di rettangoli
P:={Ri : 1<i<m, 1<j<n}

¢ una partizione di R generata dalle partizioni P, 3 € Plc,q)-

Raffinamenti. Sia Q un’altra partizione di R generata da Q) € Qc,q- Diremo che Q ¢ piu fine di P, se
Qla,p € piu fine di Plgp) € Q¢ g € pill fine di P g)-

Le somme di Riemann. Per ogni partizione P di R definiamo:

e [a somma di Riemann inferiore

s(P)=>_> |Rij| inf F(z,y),

i=1 j=1 (z,y)ER;;
e la somma di Riemann superiore
m n
S(P) - ZZ |Rij| sup F(w,y) ;
i=1 j=1 (%,y)ER;;

Dove R;; ¢ I'area (in dimensione piu alta, il volume) del rettangolo R;; :

Rij = (ti —ti—1)(sj — 8j-1).

Il lemma del raffinamento. Come in dimensione uno, il lemma che permette di avere una teoria di inte-
grazione secondo Riemann ¢ il seguente:

Lemma 1 (Lemma del raffinamento).
(i) Per ogni partizione P, s(P) < S(P).
(i) Se Q é pit fine di P, allora
s(P) < s(Q) < 5(Q) < 5(P).

Dimostrazione: Come in dimensione 1. O

Integrabilita secondo Riemann. Per il lemma del raffinamento, abbiamo che per ogni funzione F
sup {S(P) : P partizione di R} < inf {S(Q) : Q partizione di R}.
Diremo che la funzione F': R — R ¢ integrabile secondo Riemann, se

sup {S(P) : P partizione di R} :inf{S(Q) : Q@ partizione di R}
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Se la funzione F' risulta integrabile, definiamo
/ F =sup {8(73) : P partizione di R} = inf {S(Q) : Q partizione di R}
R

In dimensione 2 scriveremo fR F' come un integrale doppio:

/RF:/RF(x,y)dmdy.

CRITERI DI INTEGRABILITA

Lemma 2 (Criterio di integrabilita 1. Il criterio base).
Siano R = [a,b] x [¢,d] CR? e F: R — R una funzione data. Se vale la proprietd sequente:

”Per ogni € > 0 esiste una partizione P tale che S(P) — s(P) <e.”

allora la funzione F é integrabile.

Dimostrazione: Fissiamo € > 0 e prendiamo P come sopra. Per il lemma del raffinamento, abbiamo che
iréfS(Q) —sups(Q) < S(P)—s(P) <e.
Q
Siccome € & arbitrario, abbiamo la tesi. O
Come conseguenza otteniamo:
Lemma 3 (Criterio di integrabilita 2. Il criterio che useremo per le funzioni continue su R).

Siano R = [a,b] x [c,d] CR? e F : R — R una funzione data. Se vale la proprietd sequente:
”Per ogni € > 0 esiste una partizione {Rij s 1<i<m, 1<j< n}
tale che per ogni 1 <i < m ed ogni 1 < j < n abbiamo che
F(X)—F(Y) <e perogni coppia di punti X,Y € R;;.”

allora la funzione F é integrabile.

Dimostrazione: Fissiamo € > 0 e prendiamo P come sopra. Per il lemma del raffinamento, abbiamo che

inf 5(Q) —sup s(Q) < S(P) — 5(P).
o

Ora, siccome per ogni rettangolo R;;
F(X)—F(Y) <e perognicoppiadipunti X,Y € R;;,

abbiamo che
sup F' —inf F < e.
Rij; Rij

Di conseguenza,
n

S(P)—s(P) = ZZ |Rij|(?pF 1an) ZZ |R;j| = €|R].

@
Il
_
<.
Il
—

In conclusione

inf 5(Q) — sups(Q) < S(P) — s(P) < <[R|.
O

Lemma 4 (Criterio di integrabilita 3). Siano R = [a,b] X [c,d] C R? ¢ F : R — R una funzione data.
Supponiamo che per ogni € > 0 esiste una partizione
P={Ri : 1<i<m, 1<j<n}
che puo essere suddivisa in due grupppi di rettangoli P =Py U Py :
e il primo gruppo di rettangoli Py ha la proprieta sequente :

F(X)—F(Y) <e perogni coppia di punti X,Y € R;; e perogni R;; €Pr .



e il secondo gruppo di rettangoli P € tale che
Z |Ri;| < e.
R;;€P2
Allora la funzione F ¢ integrabile su R.
Dimostrazione: Siccome F' & limitata, esiste M > 0 tale che
|[F(X)|<M perogni X €R.

Ora, calcoliamo

S(P)—s(P)= Y |R¢j|(supF7g1fF)
Ri;eP Rij ij
= Z \Rij|(supF—ian>—|— Z \Rij|<supF—ian)
RijeP1 Rij Ris Rij€P2 Rij Bag
<e Y |Ryl+2M > |Ryl
Ri;€P1 R;;€P2
<e Z |Rij| +2Me
R;;€P1
<e Z |Ri;| +2Me
= (IR|+2M)e.

Di conseguenza,
iréf 5(Q) —sups(Q) < S(P) — s(P) < (|R| +2M)e.
Q
Siccome € & arbitrario, abbiamo la tesi. O

TEOREMA DI CANTOR

Teorema 5 (Teorema di Cantor in R™). Sia K un insieme compatto in R™ e sia F : K — R una funzione
continua su KC. Allora, F' é uniformemente continua:

”Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
se | X —=Y|<d (X,)Y €eK), allora |F(X) - F(Y)| <e.”
Dimostrazione: Come in dimensione 1. Supponiamo, per assurdo, che esiste € > 0 tale che:
per ogni n € N esistono due punti X,, € K e Y,, € K tali che
X — Yol < % ma |F(X,) — F(Y,)| > e
Siccome K & compatto esiste una sottosuccessione X, di X,, convergente:
kh_>H;oX"’“ =X € K.

Inoltre, abbiamo ancora che

1
| X0, — Yol < z e |F(Xnk) — F(Ynk)| > e
In particolare, anche la successione Y,,, converge a X.,. Ora, per la continuita di F' si ha
e< klim |F(Xy,) — F(Ynk)| =|F(Xw) — F(Xoo)| =0.
—00

Assurdo. 0



INTEGRAZIONE DI FUNZIONI CONTINUE SU DOMINI RETTANGOLARI

Teorema 6 (Integrabilita delle funzioni continue sui rettangoli). Siano R = [a,b] X [c,d] CR? e F: R =+ R
una funzione continua. Allora F' e integrabile su R.

Dimostrazione: 1l teorema di Cantor implica che per ogni € possiamo trovare una partizione che soddisfa il
secondo criterio di integrabilita. O

Lo stesso teorema (con la stessa dimostrazione) vale in R™.

Teorema 7 (Integrabilita delle funzioni continue su rettangoli in R™). Siano
R = [al,bl] X [ag,bg] X e X [an,bn] Cc R"

e F: R — R una funzione continua. Allora F é integrabile su R.

TEOREMA DI FUBINI

Teorema 8 (Teorema di Fubini su domini rettangolari). Siano R = [a,b] x [c,d] C R? ¢ F : R — R una
funzione continua. Allora:

(a) la funzione

d
OSH/ F(z,y)dy,

é continua (e quindi integrabile) su [a,b] e abbiamo

(1) //RF(x,y)da:dy:/ab (/CdF(x,y)dy> da.

(b) la funzione

b
yH/ F(x,y)dz,
a

é continua (e quindi integrabile) su [c,d] e abbiamo

//RF(:my)dxdy:/cd (/{fF(x,y)dw) dy.

Proof. La continuita della funzione

d
xH/ F(z,y)dy,

segue dall’uniforme continuita di F'.
Dimostriamo (1). Fissiamo ¢ > 0. Per il teorema di Cantor possiamo trovare una partizione

P:={Riy; : 1<i<m, 1<j<n}

generata da

Plap i={a=ty <ty <ty <-- <tp =0}

Pl = {c:so<51 < Sg < v <sn:d},
tale che

|F(X) — F(Y)| <e perogni XY € RL] = [ti—lati] X [Sj_l,Sj .
In particolare,
S(P) — s(P) < e|R|.

Ora, osserviamo che per la definizione di integrale abbiamo

S(P) < / /R F(z,y) dzdy < S(P).



Inoltre, per la definizione delle somme superiori e inferiori
s(P) < Y |Ri| F(ti,s5) < S(P).
R;;€P

Quindi

(2) ‘/RF(x,y)dxdy — Z |Ri;| F(ts,s;)| <e.

quj (S
Analogamente, siccome per ogni x1, z2 € [t;_1,t;] abbiamo

d d
/ F(arl,y)dy—/ F(x2,y)dy| =

' (F(why) F(wz,y)) dy

/ ‘F 1,y xg,y)‘dy < (d - c)e,

per le somme parziali di x — / F(z,y) dy, otteniamo
C

m d
Z(ti —til)max{/ F(z,y)dy : x € [til,ti}}
m d
— Z(tZ ti_l)min{/ F(z,y)dy : x € [ti_l,ti]} <(d—c)e.
i=1 ¢

Ora, ragionando come sopra, osserviamo che

m

d
Z(t, — ti_l)min {/ F(CC,y) dy L x € [ti—17ti]}

: g/ab (/Cdp(x,y)dy> da

m d
< Z(tz — t;1) max {/ F(z,y)dy : z € [til,ti]} .

Inoltre, per la definizione della somma superiore e inferiore, abbiamo

m

d
Z(ti — t;_1) min {/ F(z,y)dy : z € [til,ti]}
i=1 c
<> (i -

1=

d
) / Pt y) dy

=

m

< Z(ti—ti_l)max{/ F(z,y)dy : z € [ti_l,ti]}.

' dF(as,y)dy dxfi(tifti_l) dF(t,;,y)dy
LU _ c

=1

Di conseguenza,

(3) < (d—c)e.

Ora, per ogni i = 1,...,m, approssimiamo / F(t;,y) dy. Infatti, ripetendo lo stesso ragionamento, otteniamo

che

/F Yy dy — Z —s5j_1)F(ti,s5)| < (b—a)e.

j=1
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Sommando su i = 1,...,m, otteniamo
m d m n
> (ti— tz‘—l)/ F(tiy)dy — Y (ti—ti1) D (55— s;-1)F(ti, 5;)
i=1 ¢ i=1 j=1
m d n
<S (i~ ti) / F(toy)dy — > (s 55-1)F (i, 55)
i=1 ¢ j=1

<

i

(t; — tii1)(b— a)e = (d — ) (b — a)e = [R|e.

m
Ora, per la disuguaglianza triangolare e (3), abbiamo

(4) /ab </Cd F(z,y) dy) dr — i(ti*ti—l) 3 (sj —sj—1)F(ti,85)] < ((dfc)ﬂm)g_

i=1 j=1

Infine, combinando (4) e (2), otteniamo

/ab </Cdp(x,y)dy> dr — //RF(m,y)dxdy

Siccome € & arbitrario, abbiamo la tesi. O

< (=) +2R|)e.

La dimostrazione del teorema di Fubini ¢ essenzialmente la stessa in tutte le dimensioni.

Teorema 9 (Teorema di Fubini in R™). Siano
R = [al,bl] X [ag,bg] X e X [an,bn] CR"”

un dominio rettangolare e F': R — R una funzione continua. Allora:

by bo br,
// F(xl,xg,...,J;n)dmldxg...da;n:/ (/ <</ F(xl,xg,...,xn)dxn>...) dx2> dxy.
R ay as a

n

Osserviamo che:

e Come in dimensione due, anche in R™ l'ordine di integrazione a destra non ¢ importante (il risultato &
sempre lo stesso). In particolare, abbiamo anche

bn bn—1 b1
// F(xl,x%...,xn)dxldxg...dxn:/ </ <</ F(ml,xg,...,xn)dx1>...> dxn1> dx,,.
R an ap—1 ai

e Nell’espressione a destra, di solito le parentesi vengono omesse. Si scrive semplicemente

by by br,
// F(xl,xg,...,xn)dxldmg...dacn:/ / / F(zy,x9,...,x,)dxy, ... degdxy
R al az An

oppure

by ba bn
// F(xl,xg,...,xn)dxldxg...dxn:/ dxy d.’IIg"'/ F(z1,22,...,2n) dpy.
R ai a an

2



INTEGRAZIONE SU DOMINI LIMITATI IN R"

Definizione 10. Sia Q un insieme limitato di R™ ed F' : Q — R una funzione. Diciamo che F' ¢ integrabile su
Q, se esiste un rettangolo

R = [al,bl] X [a27b2] X oo X [an,bn]
contenente ) tale che la funzione

F(zy,...,2,) se (z1,...,2,) €Q

G:R—R, G(x1,...,xn) =
(@ o) {0 se  (T1,...,2pn) ¢ Q.

sia integrabile su R. In tal caso definiamo

/F(xl,...,xn)dxl...d;vn:/ G(z1,...,zy)dxy ... day,.
Q R

Osserviamo che:

e L’integrabilita di F' ed il valore del suo integrale non dipendono dalla scelta del rettangolo R.

e In dimensione due si scrive spesso / / al posto di /
Q Q

e In dimensione due si scrive spesso / / / al posto di /
Q Q

e A volte si scrive anche
/ F(X)dX
Q
al posto di
/ F(zy,...,xy)dzy ... dxy,
Q

in questo caso & sottinteso che X = (z1,...,,) & la variabile in R".

DOMINI NORMALI IN R2

Siano [a,b] C R un intervallo chiuso e limitato e

fila, b)) = R e g:la,b] = R,
due funzioni continue tali che:

f(z) < g(z) per ogni x € [a,b].

Definizione 11. L’insieme aperto normale determinato dalle funzioni f e g & I'insieme
Q={(2,y) : v € (ab), f() <y<g()}.
Il dominio normale determinato dalle funzioni f e g & 'insieme chiuso e limitato (quindi compatto)
D={@y : velab), f@)<y<g@)}.
Proposizione 12 (La parte interna di un dominio normale D). L’nsieme aperto Q ¢ la parte interna di D.
Il viceversa ¢ falso. Infatti possiamo trovare un aperto normale € tale che Q # D.
Esempio 13 ( Q # D). Consideriamo Uintervallo [—1,1] e le funzioni
f:[-1L,1] =R, f(z)=0 perogni x ;

0 se <0

x se x>0.

g: [_1a1]—>R7 g(.’E): {
Allora:
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(a) Uinsieme aperto Q2 é dato da

Q

{(x,y) c0<z <1, O<y<x}.

(b) la chiusura Q & data da

Q:{(m,y) c0<x <1, Ogygm}.

(¢) il dominio normale D é dato da

D:{(a:,y) :0<x<1, OSny}U{(m,y) 1<z <0, yzO}.

Proposizione 14. Supponiamo che i grafici di f e g non si toccano in (a,b) ovvero che vale la disuguaglianza

(5) f(z) < g(z) per ogni  x € (a,b).
Allora:
(i) Q= D;
(ii) Q & connesso per archi (seque dalla condizione (5));
(iii) ¢ bordi di Q e di D coincidono e sono dati da

00 =0D = {(x,y) Dz € a,b], y= g(;z:)} (il grafico di g)
U {(m,y) Dz €lab], y= f(a:)} (il grafico di f)
U {(Ly) rr=a, YyE [f(a),g(a)]} (il lato verticale sinistro)

U {(x,y) cx=0b, y¢€ [f(b),g(b)]} (il lato verticale destro)

Proposizione 15 (Il bordo di un generico dominio normale D). Il bordo si D ¢ dato da
oD ={(z.y) : w€labl, y=g() > f)}
u{@y  selat) y=f@) <g@)}
u{@y) 2 =a, yelfla),g)]}
{@y « o=b yelr®),90)}

U{@y) : zelotl y= 1) =g@)}
In generale, 0D # 0N2.

INTEGRAZIONE SU DOMINI NORMALI IN R2

Teorema 16 (Integrabilita delle funzioni continue sui domini normali). Siano R = [A, B] x [C, D] C R? un
rettangolo, D un dominio normale contenuto in R, e F': D — R una funzione continua. Allora:

e [a funzione F ¢ integrabile su D;
e [a funzione F ¢ integrabile su §2;

. //DF(a:,y)dxdy://S)F(x,y)dxdy.

Dimostrazione: Per dimostrare il primo punto consideriamo la funzione

F(z,y) se (x,y)€D

G:R—R, G(x,y):{o s (z.y) ¢ D.



Dimostrereremo che la funzione G & integrabile su R. Infatti, per ogni € possiamo trovare una partizione che
soddisfa il terzo criterio di integrabilita. Vedi gli appunti per la dimostrazione sotto 'ipotesi

flz) < g(x) per ogni x € (a,b).
La dimostrazione del secondo punto ¢ analoga. La dimostrazione del terzo punto segue dal fatto che per ogni
il bordo D = D \ §2 puo essere ricoperto da quadratini con misura totale < e. d

Teorema 17 (Teorema di Fubini in domini normali). Sia

D={(z.y) s welab, fz) <y<gle)}
un dominio normale determinato dalle funzioni continue
fila,b) = R e g:la,b = R,
tali che

f(z) < g(z) per ogni x € [a,b].
Sia F': D — R una funzione continua. Allora la funzione

wH/ x,y)dy,

¢ continua (e quindi integrabile) su [a,b] e abbiamo
b g(z)
// F(x,y)da?dy:/ / F(z,y)dy | dx.
D a \J/f(z)

INTEGRAZIONE SU DOMINI NORMALI IN R"”

Sia
R/ = [a17bl] X [a27b2] X X [an—lvbn—l}
un rettangolo in R"~! e siano

[ lar, b x [az, bo] X [an-1,bn—1] = R

X
g: [al,bﬂ X [ag,bg] X - X [anfl,bnfl] — R

due funzioni continue.

Definizione 18. Il dominio normale determinato dalle funzioni f e g é linsieme chiuso e limitato (quindi
compatto)

D= {(mhxg,...,xn) ER' XR : flx1,...,20_1) < Ty gg(xl,...,xn,l)}.

Teorema 19 (Integrabilita delle funzioni continue sui domini normali). Siano D un dominio normale in R? e
sia F: D — R una funzione continua. Allora la funzione F é integrabile su D.

Teorema 20 (Teorema di Fubini per domini normali). Sia D il dominio normale definito sopra e sia F : D — R
una funzione continua. Allora la funzione

9(x1,.,Tn—1)
(1’17.'1;2,.. sy Tp— 1 '_>/ (m17"'xn717y>dy7

f(@1,e s Tn—1)
definita sul rettangolo
R = [al,bl] X [ag,bg} X X [an_l,bn_1],
¢ continua (e quindi integrabile) su R’ e abbiamo

by n—1 g(x1,Tn_1)
/F(ml,...,xn)daﬁl.. / / / F(z1,...¢p-1,y)dy | dep—q...dzy.
D f(x1,.@n_1)
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INTEGRAZIONE PER PARTI - FORMULE DI GAUSS-GREEN

Lemma 21. Siano f :[a,b] = R e g: [a,b] = R due funzioni di classe C*([a,b]) e tali che
f(z) < g(z) perogni x € (a,b).

Sia u: R? — R una funzione di classe C*. Allora, la funzione

g(z)
(a,b) > x —>/
f(z)
g(x)

g(x)
/ w(w,y) dy = o' (@) u(z, g(@) — /(@) ulz, f(z)) + / deu(e,y) dy.
f(z) f(z)

Proof. Siano = € (a,b) e h € R abbastanza piccolo (in modo di avere z 4+ h € (a,b)). Allora

g(z+h) g(x) g(z+h)
[ urhdy- [ aydy= [ uts by dy
f(x+h) f(z) g(z)

f(z+h)
- / u(x + h,y) dy
f(z)

¢ derivabile in (a,b) e la sua derivata ¢ :

9
ox

g(x)
+ / (U(fv +h,y) — u(z, y)) dy
f(@)

Per il teorema della media abbiamo

g(xz+h)
[ e h dy= (ot s 1) @) Jule+hogte) + )

(z+h)
/f( : u(x+h,y)dy:(f(m+h)—f(x))u(x+h,f(az)+nf)
dove

kgl < |gl@+h)—g(z)| e |5l <|f(x+h)— f(2)]-
Allora abbiamo

g(z+h) g(@)
% (/( u(x + h,y) dy—/f u(x,y) dy) = %(g(x—#h) —g(x))u(x+h,g(x)+kg)

f(z+h) ()

— %(f(g;+h) - f(:c))u(x—i—h,f(l’) +ky)

+/ij)}1l( (x+h,y) —u(x 7y))dy

e passando al limite per A — 0 (vedi il lemma ”Derivazione sotto il segno dell’integrale”), otteniamo

9
ox

g(x)

g(x)
/ w(w,y) dy = o' (2) u(z, g(@) — /(@) ule, f(z)) + / deu(e,y) dy.
f(z) f(z)

Teorema 22 (Formule di Gauss-Green). Sia

D={(@y) s welab, fz)<y<gl)}
il dominio normale determinato dalle funzioni di classe C1([a, b))

fia, b)) = R e g:la,b = R.

/ /fg(“ u(z,y) dyde = /ab (u(m,g(x)) — u(m,f(a:))) da

()

Allora



/ /fj: u(x,y dydx—/ [ (@) u(z, f(x)) dx—/abg’(x)u(m,g(x)) dx

g(b) g(a)
+/ u(b,y) dy*/ u(a,y)dy
f(b) f(a)

Inoltre, le formule di Gauss-Green si possono scrivere nella sequente forma

/ @m%m@w:/@mw@
D ¥

[ outayyas == [ oy da.
D ol

dove 7 ¢ la curva semplice chiusa e C' a tratti che parametrizza il bordo OD in senso antiorario.
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TEOREMA DELLA DIVERGENZA

Siano © un aperto di R? e sia F il campo vettoriale
F:Q—R?, F(z,y) = (u(z,y),v(x,y)).
La divergenza di F' ¢ definita come:
div F(z,y) = Ou(x,y) + Oyv(z,y).
Piu in generale, se 2 & un aperto di R™ ed F' & un campo vettoriale
F:Q—R", F(z) = (Fi(z), F2(x),..., Fu(z)),

allora
div F(z) = Oy, F1(z) + O, Fo(x) + + - + On, P ().

Teorema 23 (Teorema della divergenza in domini normali). Siano f : [a,b] = R e g : [a,b] = R due funzioni

di classe C*([a,b]) e tali che
f(z) < g(x) per ogni x € (a,b),
e sia
D={(z.y) : a€ab] fz) <y<gl)}
il dominio normale determinato da f e g. Sia F un campo vettoriale
F:R? 5 R?, F(z,y) = (u(ar:,y),v(gc,y))7

/ divF(a:,y)dmdy:/ F-vq,
D aD

di classe Ct. Allora

dove v ¢ il versore (quindi un vettore di norma 1) normale al bordo uscente da 2. Nel caso specifico, abbiamo

che il bordo di 2 ha 4 lati:
o = {(x7y) ©x € la,b], y= g(x)} (il grafico di g)
u {(x,y) :x€la,b], y= f(x)} (il grafico di f)

U {(m,y) rx=a, Y€ [f(a),g(a)]} (il lato verticale sinistro)

U {(:c,y) cx=b, ye€ [f(b),g(b)]} (il lato verticale destro)

Allora abbiamo:

sul grafico di g

'(z),1) .
vo(r,y) = _W sul grafico di f
(—1,0) sul lato verticale sinistro

(1,0) sul lato verticale destro.
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Proof.

//leF.%‘y da:dy—/ /f(:) Opu(z, y) + Oyv(z, y))dydw
:/ ( (z,9(x)) —v(z, f(a:)))dx
/ (= f(z)) dx—/abg/(x)U(x,g(x)) dx

g(b)
+ / u(b,y) dy
f(b)

g(a)
- / u(a,y) dy
f(a)

= /ab ( — ¢ (@) u(z, g(z)) + v(x,g(x))) dx
_ /ab ( — (@) u(z, f(z)) +v(m,f(:v))) dx

g(b)
+ / u(b,y) dy
f(b)

g(a)
- / u(a,y) dy
f(a)

Nel seguito dimostreremo il teorema della divergenza in domini con frontiera C'!.
Lemma 24. Sia
R = [al,bl] X [a27b2] X+ X [an,bn} — R
un dominio rettangolare in R™. Allora esiste una funzione ¢ : R™ — R™ tale che:

e © ¢ di classe C1 su R™ (o ¢ continua, differenziabile in ogni punto
e le sue derivate parziali sono continue);

e =0 R"\R;

e © >0 inint (R).

Proof. Consideriamo la funzione

0 se t<-—m
f(t)=<1+cost se —n<t<m
0 se t>w

- 0 m

La funzione f & positiva in (—,7) e di classe C! su R. Infatti,

0 se t<—7
fit)={ —sint se —w<t<mw
0 se t>m

Per ogni coppia di punti a < b, consiederiamo la funzione

fnt0 =1 (205 (- 57))




13
La funzione f, 5 & positiva in (a,b), zero in R\ (a,b) ed & (come f) di classe C* su R.
Definiamo ora ¢ come il prodotto

%0('1:17 s ?xn) = falabl (3;‘1) faz,bz (.132) s fan,bn (xn)

Definizione 25. Diciamo che D C R™ ¢ un dominio C', se D & un compatto e se per ogni punto
z = (z1,22,...,2T,) € 0D,
esistono

e un rettangolo aperto
Rz = (1 — 01,21+ 1) X (w2 — d2, 22 + ) X -+« X (Tp — Oy Ty + 0n) 5
e un indice i € {1,...,n} (assumeremo per semplicita che i =n) e una funzione
n:(x1 — 01,21 +01) X (2 — d2,2 + 2) X -+ X (Xp—1 — Op—1,Tpn—1+ On—1) = (Tn, — On, Tp, + )

di classe C tale che vale uno dei casi sequenti :
Caso 1.
— la parte interna di D in R ¢ data da

int(D)mRaf:{(y17~-~7yn)€R:c : yn<77(y17~-~,yn—1)}
— 4l bordo di D in R ¢é dato da
ODNR, = {(yl,...,yn) ER: & Yn = n(yl,...,yn,l)}.

Caso 2.
— la parte interna di D in R ¢ data da

int (D) N Ry = {01+ 90) € R+ Y > (Y1, yn1) |
— 4l bordo di D in R é dato da
ODNR, = {(y1,..~,yn) ERy & Yo = n(yh...,ynfl)}
Definizione 26. Sia D un dominio in R™. Un intorno di D é un aperto che contiene D.

Teorema 27 (Teorema della divergenza in domini regolari). Sia D un dominio in R™ con bordo 0D di classe
C'. Sia Q un intorno di D e sia F un campo vettoriale

F:Q—R? F(z,y) = (u(z,y),v(z,y)),

/divF(a:,y)dmdy:/ F-vp,
D aD

dove vp € il versore (quindi un vettore di norma 1) normale al bordo uscente da D.

di classe Ct. Allora

Dimostrazione: Per ogni & € D esiste un rettangolo aperto R, tale che D NR, ¢ un dominio normale. Infatti,

e se z ¢ all'interno di D, z € int (D), allora esiste un rettangolo R, strettamente contenuto in D; in
questo caso
R:ND =Ry, ;
e se x ¢ sul bordo di D, z € 9D, allora esistono un rettangolo R, e una funzione 7 come in Definizione
25; anche in questo caso D N R, € normale.

Consideriamo ora la famiglia di rettangoli aperti {Rr}x e Ovviamente {RT}x €D € un ricoprimento di D.
Siccome D ¢ compatto esiste un sottricoprimento finito di rettangoli R1,Ra,...,Rxy. Per ogni rettangolo R;
consideriamo la funzione ¢; data dal Lemma 24. Consideriamo 'aperto

_ N
Q=0ulJRi
=1

Per costruzione, abbiamo che D C Q e che

N ~
Z%‘ >0 su Q.
i=1
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Per ogni i =1,..., N, definiamo la funzione
i Qo R, (5 2

1ot

Allora:
e 1; & di classe C* si Q ;
e ;> 0in Ry
o h; =0in Q\Ry;
o 1+ o+ +y=1in Q.
In particolare, per ogni i vale il teorema della divergenza in R; N D. Infatti,

// div (¢; F) dz dy = / (Vi F) - vpr,
DNR; 6(D0R1)

Siccome 1; = 0 su OR;, abbiamo che

/3(szi)(wiF) "VDNR,; = /8D0Ri(wiF) “UDNR, = ADij(wiF) “Vp = /aD('(/)iF) UDp.

Ora, calcoliamo

N
di drdy = [ di i) dx d
/D ivF(x,y)dxdy /D IV(F;’(/J)  dy
N

/Ddiv(;F?/%) da dy
N

= / (Zdiv (F%)) dx dy
D \i=1
N

:; /D div (Fv;) dz dy

N

> /D . div (Fy;) dz dy

i=1
N

> [, (e

= F'l/D
oD

S

oD

Osservazione 28. La famiglia di funzioni {1;};=1,.. n viene spesso chiamata partizione dell’unita.

ORIENTAZIONE IN R2

Definizione 29. Diciamo che la coppia dei vettori u = (a,b) e v = (A, B) ¢é orientata positivamente, se

a A
det(b B)aBbA>O.

Se invece

a A
det( b B):aB—bA<O

diremo che la coppia di vettori (u,v) é orientata negativamente.



15

Osservazione 30. Se la coppia di vettori (u,v) é orientata positivamente, allora la coppia (v,u) é orientata
negativamente e viceversa, se (u,v) & orientata negativamente, allora (v,u) é orientata positivamente.

Osservazione 31 (Determinante e prodotto esterno). Dati due vettori u = (a,b) e v = (A, B), definiamo le
1-forme (a coefficienti costanti) associate

adx +bdy e Adz + Bdy.

Osserviamo che

adz+bdy) A (Ade+ Bdy) = (aB —bA) dzndy =det [ @ 2 ) dundy
( )~ ( ) = (a8~ b4 (5 5)

Osservazione 32 (Determinante e prodotto esterno). Dati due vettori uw = (a,b) e v = (A, B), definiamo le
1-forme (a coefficienti costanti) associate

adx +bdy e Adz + Bdy.

Osserviamo che
a

adx+bdy) AN|{Adx+ Bdy) = (aB —bA) dx A dy = det 4 dz A dy
( ) ( )= (aB-24) (3 %)

Definizione 33. Siano D C R? un dominio regolare (con bordo di classe C), (xg,y0) un punto del bordo dD.
Diremo che la curva 7y : (a,b) — R? parametrizza il bordo D in un intorno del punto (zo,yo), se :

o csiste r > 0 tale che
{V(t) s te (CL, b)} = Br(an yO) naD.
o |¥/(t)] > 0 per ogni t € (a,b).

Definizione 34. Siano D C R? un dominio regolare (con bordo di classe C'), (xq,yo) un punto del bordo e sia
v : (a,b) = R? una curva che parametrizza il bordo D in un intorno del punto (zo,%o)

e Diremo che
v ¢ orientata positivamente (rispetto a D),
oppure che
v parametrizza il bordo di D in senso antiorario,
se la coppia (versore normale, versore tangente)

(vo(v®), 7®)
¢ orientata positivamente per ogni t € (a,b), dove vp(y(t)) & il versore normale uscente da D.

e Diremo che
v ¢ orientata negativamente (rispetto a D),
oppure che
v parametrizza il bordo di D in senso orario,

se la coppia (versore normale, versore tangente)

(vore). 7))

¢ orientata negativamente per ogni t € (a,b), dove vp(y(t)) é il versore normale uscente da D.

Esempio 35. La curva
v:[0,27] = R?* | ~(t) = (cost,sint)
parametrizza il bordo di By in senso antioratio (quindi positivamente risp. a By).

Esempio 36. La curva

v:]0,27] = R? | ~(t) = (cost, —sint)
parametrizza il bordo di By in senso orario (quindi negativamente risp. a Bi).
Esempio 37. Sia D il dominio By \ By. Allora, il bordo di D ¢ dato da

0D = 0By U 0B;.
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e La curva
Yint ¢ [0,271] = R? | 4ine(t) = (cost, sint)
parametrizza la porzione OBy del bordo OD in senso orario (quindi negativamente risp. a D).
e La curva
Vext * [Oa 27T] — R? ) 'Ye:ct(t) = (2 cost, 2sin t)

parametrizza la porzione OBs del bordo OD in senso antiorario (quindi positivamente risp. a D).

Osservazione 38 (Curve equivalenti). Siano
e D un dominio C' e (x¢,y0) un punto del bordo OD ;
e v: (A, B) — R? una curva C* tale che
Y (T) >0 perogni T € (A, B);
e a:(a,b) — (A, B) una funzione C' (derivabile con derivata continua) tale che
a'(t) >0 perogni te (A B);
e o:(a,b) = R? la curva
o(t) =vy(a(t)) perogni te (a,b).
(Ricordiamo che due curve v e o con queste proprietd sono equivalenti.)

Allora, v parametrizza il bordo 0D in un intorno del punto (zg,%0), se e solo se o parametrizza il bordo 0D in
un intorno di (zg, o). Inoltre,

(i) ~ é orientata positivamente se e solo se o lo ¢ ;
(ii) ~y é orientata negativamente se e solo se o lo ¢ .

Osservazione 39 (Curve opposte). Se v : (a,b) — R? parametrizza il bordo dD in un intorno del punto
(z0,¥0), allora anche la curva

v-:(a,b) = R, V-(t) =v(a+b—1),
parametrizza il bordo D in un intorno di (xo,yo). Inoltre,

(i) se v ¢& orientata positivamente, allora y_ ¢ orientata negativamente ;
(ii) wviceversa, se vy ¢ orientata negativamente, allora y_ ¢ orientata positivamente .

FORMULA DI STOKES IN R2

Sia Q un aperto di R? e sia o una 2-forma su €

a = F(z,y)dz A dy.

[ =[] Pemdsay

Osserviamo che con questa definizione si ha

//QF(x,y)dy/\dx:—//QF(ac,y)dx/\dy.

Teorema 40 (Formula di Stokes in domini normali). Siano f : [a,b] = R e g: [a,b] = R due funzioni di classe
C1([a,b]) e tali che

Definiamo

f(z) < g(z) perogni z € (a,b),
e sia
Q={(@y) : velab) fz)<y<gl)}
il dominio normale determinato da f e g. Sia o una 1-forma di classe C! in R?

a = u(z,y)dz +v(z,y) dy.
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Allora

/Qdazfya

dove v € una curva semplice chiusa che parametrizza il bordo OS) in senso antiorario.
Proof. Prima calcoliamo
da=duNdz+dvANdy = ( — Oyu(z,y) + 0v(z, y)) dz A dy

Ora, per definizione di integrale di una 2-forma

/Q dO[://Q _811“(377:‘/)“‘83;11(1‘,3/)) dr A dy
// — Oyu(z,y) +8v(my))dxdy

g(x)
/ / — Oyu(x,y) + Ozv(z, y)) dy dx (per il teorema di Fubini)
f(z)

Ora, usando le formule di integrazione per parti, abbiamo che

/ /f <m> — dyu(x y)) dy dz = _/ab (u(x’g(x)) —U(ﬂc,f(x))> da
/ / 0v(z,y) dydx*/ f(x :c f(z ))dx/abg’(x)v(x,g(x))dx

g(b) g(a)
+/ v(b7y)dy—/ v(a,y) dy.
£(b) f(a)

//da—//q(w 8uxy)+8v(my))dydx
:/a (= u(@.9(0) - (@) v(w,g(x)) ) da
+ -/ab (u(m,f(x)) + f’(x)v(x,f(m))) dx

g(b) g(a)
+/ v(b,y) dy—/ v(a,y) dy.
O f(a)

e anche

Infine, abbiamo

Per concludere, osserviamo che la somma degli integrali a destra & esattamente / . O
¥

Teorema 41 (Formula di Stokes in domini regolari) Sia Q un aperto limitato in R? con bordo 0} di classe

Cl. Sia a una 1-forma di classe C* in R?, a = u(z,y) dx + v(z,y) dy. Allora

Jhe= e

Dimostrazione. Per esercizio. Vedi la dimostrazione del teorema della divergenza in domini regolari. O

Osservazione 42. Siccome Q ¢ C', is suo bordo puo essere parametrizzato da un numero finito di curve semplici
chiuse e C* ¥1,...,9n. Inoltre, possiamo supporre che tutte le curve ; sono orientate in senso antiorario.
In particolare, per ogni 1-forma «, possiamo definire l’integrale

n

/852*0[::2:/‘0[.

i=1 i
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ORIENTAZIONE E DIFFEOMORFISMI

Siano Q; e sy due aperti connessi di R? e sia ® : Q1 — Q» un diffeomorfismo C*, ovvero :
e la mappa ®: )} — Qy & di classe C* ;
e &: 0Oy — Oy e bigettiva ;
o la sua inversa ¥ : Qs — Q) & di classe C! .

Lemma 43. Siano Qq e Qs due aperti connessi in R? e sia ® = (u,v) : Q1 = Qo un diffeomorfismo Ct. Allora

det (D®) := det ( gzz gzz ) >0 dappertutto in
oppure
det (D®) := det ( Dot Oyu ) <0 dappertutto in
’ Ozv  Oyv ’

Dimostrazione: Sia U = (f,g) : Q2 — Q; linversa di @, ovvero f e g sono tali che
fula,y),v(z,y)) ==
g(u(z,y),v(z,y)) =y

per ogni punto (z,y) € Q;. Allora, derivando in z e in y abbiamo

0 [f (u(z, y), v(z,y))] =1 0y [f (u(z,y),v(z,y))] =0
9 [g(u(z,y),v(z,y))] =0 By [g(u(z, ), v(z,y))] =1
che possiamo scrivere come
Ozt Oy f (U, v) + Opv Oy f (u,v) =1 Oyu O f (1, v) + 0yv 0y f(u,v) =0
Ozt Oy g(u, v) + 0pv Opg(u,v) =0 Oyu Oy g(u,v) + 0yv dyg(u,v) =1

In particolare,
1:1-0-0= (&cu B f (u,v) + pv 9y f (v, v)) (ayu Bug(u,v) + Byv ng(u,v))
- <3yu Ouf(u,v) + 0yv Oy f (u, v)) (@cu Oug(u,v) + Oyv Oyg(u, v))
= (&Cu Ou f(u, v) Oyv Oy g(u, v) + 020 Oy f (1, v) Oyu Dy g(u, v))
(D100 f (1,0) 020 0ug(u,v) + By Do f (4, ) D Dug . v)
_ Oyu Oyu '\ Ouf(u,v)  Oyf(u,v)
= det ( Ozv  Oyv ) det ( Oug(u,v)  Oyg(u,v)
Ozu  Oyu
det ( Ozv  Oyv )
non si annula mai su Q7. Di conseguenza (siccome €7 ¢ connesso per archi!) la funzione

Opu(z,y) Oyu(x,y)
(xvy) = det ( 83:’0(56,3) 5;&(%3) )

non cambia segno in €2y O

I1 che vuol dire che

Definizione 44. Siano Q1 e Qo due aperti connessi di R? e sia ® : Q1 — Qy un diffeomorfismo C1.

o Se det(D®) > 0 diremo che ® preserva l'orientazione ;
e Se det(D®) < 0 diremo che ® rovescia l’orientazione .

Dimostreremo iul seguente teorema

Teorema 45. Siano 1 e Qo due aperti connessi in R? e sia ® = (u,v) : Q1 — Qo un diffeomorfismo C1.
Inoltre, siano

e D un dominio di classe C* in R?
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e v: (a,b) = R? una curva di classe C' che parametrizza il bordo dD in senso orario in un intorno del
punto (0) = (zo,yo) € OD.

Allora ®(D) ¢ un dominio di classe C1 e il suo bordo ¢ parametrizzato dalla curva ® o : (a,b) — R? in un
intorno del punto ®(xg,yo). Inoltre,

(i) se @ preserva l'orientazione, ovvero

Ozu  Oyu )
det(D@)-det( oo Dy ) >0 in Q,

allora la curva ® o~ é orientata positivamente ;
(i) se invece ® rovescia l'orientazione, ovvero

Ozu  Oyu

det(D®) = det ( v Dy

)<0 m Ql,

allora la curva ® o~y é orientata negativamente .
Per dimostrare il teorema useremo il seguente semplice (ma utile) lemma.

Lemma 46. Sia D C R? un dominio di classe C* e v : (a,b) — R? una curva di classe C! tale che :
e |7/ (t)] > 0 per ogni t € (a,b) ;
o v parametrizza il bordo di D in un intorno del punto y(to) := (zo,yo) € OD.

Supponiamo che esiste una curva o : (—¢,¢) — R? tale che:

0"(0)] >0 ;

U(O) - (x()?yO) € 0D 5

o(t) € int(D) quando t <0 ;
o(t) ¢ D quando t >0 .

Allora sono vere le aﬁermazioni seguenti

(i) Se la coppia di vettori ( e ortentata positivamente, allora la curva vy € orientata positivamente

(rsip. a D) in un intorno dz xo,yo)
(i) Se la coppia di vettori ( " )) e orientata negativamente, allora la curva v € orientata negativa-
mente (rsip. a D) in un mtorno di (x0,Y0)-

Dimostrazione del teorema: Sia v = (a,b) il versore normale a 9D uscente da D. Consideriamo la curva
o(t) = (zo, yo) + tv.
Ricordiamo che
o(t) €int(D) set <0

e o(t)eRI\ Dset>0.

Allora anche la curva
®(a(t) = (u(wo + ta,yo + tb) , v(zg + ta,yo + tb))

¢ tale che

o O(o(t)) € int(P(D))set <0;

e O(o(t)) eRI\®(D)set>0.
Ora, calcoliamo

a‘t:Od)(U(t)) = (a Opu+boyu, adyv + bayv)

e, scrivendo (1) = (z(t),y(t))

% )tzofb(v(t)) = (:c’(O) A+ 1/ (0) Byu, ' (0) Dpv + 3/ (0) ayv)
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dove tutte le derivate parziali 0,u, Oyu, 0yv, Oyv sono calcolate nel punto v(0) = o(0) = (xo, yo). Ora calcoliamo

adzu +boyu a0zv + bOyv _ / /
det ( 2(0) du+ 3/ (0)Dyu 2/(0) By + ¢/ (0) Byv > = (e 0ru+00yu) (#/(0)2rv +4/(0) 0y0)

- (a Ov + bayv) (x'(O) d.u+ 1 (0) ayu>
- (a y'(0) Opudyv + b’ (0) Oyu va)

- (a y'(0) Opv yu + b’ (0) Oyv azu)
= (a y'(0) — bx’(O)) (&;u Oyv — Oy 3yu)
_ a b Ozu  Oyu
—a ( 2(0) y/(0) ) et ( dev Dy >

il che conclude la dimostrazione. O

CAMBIAMENTO DI VARIABILI IN INTEGRALI DOPPI

Sia D un dominio C! regolare, con bordo dD parametrizzato dalle curve semplici chiuse (e Ct) v1,...,¥n.
Supponiamo inoltre che tutte le curve 7; sono orientate in senso antiorario (positivamente risp. a D), in modo

che vale la formula di Stokes
da = / a,
=3

per ogni 1-forma di classe C? su D. Per semplicita scriveremo

/aDa::izj;/ia.
Jfan=[

Siano Q; e Qs due aperti connessi di R? e sia

(O3 Ql — QQ, (I)(x7y) = (u(xay)7v(z7y))

In questo modo

un diffeomorfismo di classe C2.
Inoltre, supponiamo che £2; contiene il dominio D :
DcQ.

Osserviamo che l'insieme ®(D) ¢ ancora un dominio regolare C'* e che il suo bordo ¢ parametrizzato dalle curve
(semplici chiuse e di classe C')

@(71)7 teey (I)(’Yn)

Teorema 47. Con le notazioni e le ipotesi di sopra, abbiamo
// F(@(w,y))|det(D<I>)|dxdy:// F(u,v)dudv,
D ®(D)
dove

F(®(z,y)) = F(u(z,y),v(z,y)) e det (D®) = det ( gi:jg:zg g’;zgz g; ) .

Dimostreremo il teorema usando la formula di Stokes. Avremo quindi bisogno di scrivere la 2-forma
F(x,y)dz A dy come da per qualche 1-forma a.
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Lemma 48. Sia F : R? — R sia una funzione di classe C'. Allora, esiste una una 1-forma

o = a(z,y)dy,
di classe C! su R?, tale che
da = F(z,y)dx ANdy .

Dimostrazione. Definiamo la funzione a : R? — R come
a(z,y) = /mF(t,y)dt .
0
Allora a & di classe C! (perché ?) e
0za(z,y) = F(z,y) in R?.
In particolare,
da =da A dy

= (&ca(z, y) dz + Oya(x,y) dy) A dy
= Oga(z,y)dx AN dy
= F(z,y)dz Ndy,

il che conclude la dimostrazione del lemma. O

Dimostrazione del teorema: Sia « la 1-forma dal lemma precedente. Definiamo la 1-forma

B = a(u(l‘vy)’v(w’y)) dv
= a(u(z,y),v(z,y)) Oxv(2,y) dx + a(u(z,y), v(z,y)) Oyv(z,y) dy

e osserviamo che
48 = 0, a(u(z, y), v(w, ) Ov(w,y)| dy A dz + 0, [a(u(z, y), v(w,y)) Oyo(z, )| do A dy
Ora, siccome Oy, v(x,y) = Ozyv(z,y), abbiamo
dﬂ::‘fég{a(u(x,y),v(z,y)ﬂ 3xv(x,y)dx/\dyAFEQ[a(u(x,yxl(x,y)ﬂ B,v(x,y) dz A dy

= { - (8yu Oya(u,v) +W) 0,v + ((‘%u Ayalu,v) +W) 8yv]dx A dy

= {Bxu Oyv — Oyu 3111] Oua(u,v)dz A dy (scriviamo solo u e v al posto di u(z,y) e v(z,y))

= [0su0,v — Byu0,0] F(u,v) do n dy.
Quindi, abbiamo dimostrato che

/D df = //D F(u(z,y), v(z,y)) det ( gﬁg ;’; g:zg z; ) dz dy.

Applicando la formula di Stokes al dominio D e la forma (3, abbiamo che

/Dcw:/amﬁ:i 5

i=1

Ricordiamo che per ipotesi 7; sono le curve che parametrizzano 9D in senso antiorario.

/m = L(%) a'

Infatti, se ; : [a,b] = R & la curva v;(t) = (z(t), y(t)), allora
() = (2'(t),¥' (1)),

(D’ora in poi usiamo la scrittura compatta x; = x(t) e y = y(t))

Ora dimostriamo che
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(@0 7)(®) = (ulwe, i), v () )

(@om)(t) = (x/(t) 896“(1'16» yt) + /(1) ayu(ft, yt) , (1) 3zv($t» yt) + /(1) 8yv(xta yt))

Quindi, per definizione di integrale di una 1-forma su una curva, abbiamo
b
/ B= / (a(u(xhyt)vv(xtvyt)) Ouv(@e, yp) @' (t) + a(u(@e, o), v(@e, yi)) Oyv(zy, i) y’(t)) dt
b

:/ a(u(@e, ye), v(xe, ye)) 6t[v(a:t,yt)] dt

a
~[ a
Doy,
Ora consideriamo due casi:
Caso 1. Il diffeomorfismo ® preserva ’orientazione (det(D®) > 0). Allora le curve
op=Po;

parametrizzano il bordo di ®(D) in senso antiorario. Di conseguenza, applicando la formula di Stokes al dominio
®(D) e la forma «, otteniamo :

Ora, mettendo insieme tutti i passaggi, abbiamo

//D F((IJ(x,y))|det(D<I>)|da:dy://DF(u(x,y),v(:r,y)) det( gﬁgzzg gﬁgii’; ) dz dy

= / dg (vedi il calcolo di df3)
D

= Z B (Stokes per § in D)
i=1v7i

B Z ‘/‘I’("/i) )

i=1

= / do (Stokes per a in ®(D))
(D)
= // F(x,y)dxdy (vedi il lemma),
(D)

oppure, visto che nel dominio ®(D) abbiamo chiamato la variabile sull’asse orizzontale u e la variabile sull’asse
verticale v, possiamo anche scrivere I'ultimo integrale come

// F(x,y)dmdyz// F(u,v) dudv.
(D) ®(D)

Questo conclude la dimostrazione nel caso 1.
Caso 2. Il diffeomorfismo ® rovescia ’orientazione (det(D®) < 0). Allora le curve
o =20

parametrizzano il bordo 0®(D) in senso orario. La formula di Stokes per « in ®(D) si scrive come

da=-Y [ a
[D(D)a ;tna
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Quindi, rifacendo il calcolo di sopra

//D F(®(x,y)) | det(D®)| dw dy = — //D F(u(z,y),v(z,y)) det ( gzzgi: zg gzzg:zg ) dx dy

- / dgs (vedi il calcolo di df3)
D

= Z (Stokes per § in D)

=—Z/

= / fe (Stokes per « in ®(D))
(D)

= // F(u,v)dudv (vedi il lemma),
(D)

il che conclude la dimostrazione del teorema. O

Infine, osserviamo che vale il seguente risultato piu generale che puo essere ottenuto dal Teorema 47 tramite
un argomento di approssimazione.

Teorema 49. Siano Q4 e Qg due aperti connessi in R2. Sia ® : Q1 — Qo un diffeomorfismo C'. Inoltre, siano
D un dominio C e F : ®(D) — R una funzione continua. Allora,

// b(x,y) |det (D®) |dxdy—// F(u,v)dudv,
&(D)

dove, ponendo ®(z,y) = (u(z,y),v(z,y)), abbiamo

F(®(z,y)) = F(u(z,y),v(z,y)) e det (D®) = det < g‘z

INTEGRAZIONE IN COORDINATE POLARI

Teorema 50. Sia F: Br — R una funzione continua definita sulla palla chiusa di raggio R in R?. Allora,

R 2
// F(x,y)dxdy:/ / F(rcos@,rsin@)rd@dr
Br 0 0

2m R
:/ / F(rcos@,rsin@)r drdf .
o Jo

L’ INTEGRALE DELLA (GAUSSIANA

Esercizio 51. Calcolare

/ e 2 dy.
R

+oo
. o . . a2
Soluzione. Cominciamo con il conto formale. Sia I = / e " du.

— 00
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Allora,

+o0 R +o0 )
I’ = (/ e " /de) (/ e " /2dx>
400 400
- (/ e_m2/2 dx) (/ e_y2/2 dy)
:/ / e~ Pe v dy dy

—// e @V da dy.
RZ

Ora, usando il cambiamento di varibile

T = rcost

y=rsind

(0, +00) x (0,7) > (r,0) — {

abbiamo

cosf sin 6

dz dy = ’det( —rsinf rcos6

>’ drdf = rdrdf.

Quindi, abbiamo

1?2 = // e~ @ +uD/2 dx dy
RQ
“+o0 27
= / / e P dfr dr.
0 0

12 = // e_(mz +y2)/2 dx dy
R2
“+oo 27 )
:/ / e P dordr
0 0
0o

+ 2
:27r/ e~ dr.
0

Integrando prima in 6 otteniamo

Ora, siccome
22 2
o-le =—-re ,

oitteniamo
“+oo

I’ =29r {_642/2]0 = 2.

Di conseguenza, I = /2.

Preocediamo ora con la dimostrazione rigorosa.
R
. 2 .. .. . . .
Sia ora I(R) = / e~ "/ dx. Per definizione di integrale improprio abbiamo
-R

—+o0
Iz/ e dx = lim I(R).
R—+o0

— 00

Come sopra, calcoliamo
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I
T
= =
l\?ﬂ

+
= oy}
)

|

B

M)

&
)

d

o
jSH
=
Q
N

= // e @V dy dy.
[-R,R]x[—R,R]

Br C [—R, R] X [—R, R} C Bsgr

e la funzione integranda e positiva, abbiamo

// e_<zz+yz)/2 d:vdy. < IQ(R) < // e—(m2+y2)/2 dxdy.
Br Bar

Ora, usando il cambiamento di varibile

Ora siccome

= 0
(0,+00) x (0,7) 3 (r,0) {x
y=rsiné
abbiamo ’
dzdy = |det ( €0 sind drdf = r drdo.
—rsinf rcosf
e quindi
) . R 27 .
// e~ 4y )/dedy:/ / e P dordr
Br o Jo
R 2
= 27r/ e P rdr
0
= or [—e—rz/ﬂ " 27r(1 - €_R2/2).
0
Analogamente

// e @V dy = 271'(1 - e_(ZR)Q/Q).
Bar

Quindi abbiamo le disuguaglianze
27r(1 - 67R2/2) <I*(R) < 27r(1 - 67(2R)2/2>.
Indine, per il teorema dei carabinieri

I? = lim I*(R)=2m.
R—+o0

e quindi

I =+2m.

INTEGRAZIONE DI 2-FORME SU SUPERFICI

Superfici parametriche. Ricordiamo che per definizione una curva in R® ¢ una funzione
: 3
v : (a,b) = R,
L’oggetto geometrico che disegnamo quando parliamo di una curva ¢ 'immagine della funzione « ovvero 'insieme

c=1{) : te(ab)}
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detto anche sostegno della curva. Con le superfici parametriche la situazione e simile. Una superficie parametrica
€ una mappa

d:Q— R?,
dove stavolta € ¢ un aperto connesso di R? (il che ¢ Pesatto analogo dell’intervallo aperto (a,b) in R?). Tl
sostegno della superficie € invece dato da

S = {(x(s,t),y(s,t),z(s,t)) eR? : (s,t) € Q}

Osservazione 52. In alternativa, una superficie puo anche essere vista direttamente come un oggetto geomet-
rico, ovvero come un insieme che ¢ localmente il sostegno di una superficie parametrica (in R® oppure in R™
conmn > 3).

Superfici equivalenti. Come per le curve, possiamo definire quando due superfici equivalenti.

Definizione 53. Siano Qy e Qy due aperti connessi di R%. Diciamo che le superfici
@1291—>R3 e (I)QIQQ—)RS.
sono equivalenti se esiste un diffeomorfismo F : Q0 — Qo di classe C' tale che :

(] (I)l = (I)Q e} F,'
e [ preserva l'orientazione.

Integrazione di 2-forme su superfici. Sia « la 2-forma
a=a(z,y,z)dy Ndz + b(z,y,2)dz ANdz + c(z,y, z) dz A dy.

Definiamo ’integrale della 2-forma « sulla superficie parametrica ® : Q — R? come
/ o= / a(x,y,z)dy Ndz +b(z,y, z) dz Adx + c(z,y, z) dx A dy,
s Q

dove dzx, dy e dz sono i differenziali delle funzioni z = z(s,t), y = y(s,t) e z = z(s,t), ovvero
dx = 0sx(s,t) ds + Opx(s,t) dt
dy = Osy(s,t) ds + Ory(s, t) dt

)
dz = 05z(s,t) ds + Opz(s,t) dt
Precisamente, sviluppando la nuova forma definita su 2, abbiamo

/a = / a(x,y,z)dy Ndz + b(x,y,z)dz ANdz + ¢(x,y, z) de A dy
s Q
= / a(a:(s,t),y(s,t),z(s,t)) (asy ds + Oy dt) A (852 ds + Oz dt)
Q
+/ b(z(s,t),y(s,t),2(s, 1)) (6'52 ds + 0,z dt) A (asx ds + Oy dt)
Q
+/ c(z(s,t),y(s, 1), 2(s, 1)) (0333 ds + Oz dt) A (5‘sy ds + Oy dt)
Q
= / a(z(s,t),y(s, 1), 2(s,t)) (asy Oz — Oy 85,2) ds A dt
Q
+ / b(z(s,t),y(s, 1), 2(s, 1)) (852 O — Oz 8Sx) ds N dt
Q
+ / c(z(s,t),y(s,t), 2(s, 1)) (3595 Oy — O 8sy> ds A dt
Q

= / (a(asy 0rz — Oy 852) +b (852 Ox — Oz 8590) +c (3596 Oy — Oy 8Sy)) dsdt
Q

L’ultima espressione puo anche essere scritta come
05y 0sz 0sz  Osx dsx Oy
[ (o202 Y onan (22 22 ) (22 20))

oppure come
/ F(®(s,1)) - <8S<I>(s,t) A 6t<I>(s,t)) ds dt,
Q
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dove F' e il campo vettoriale
F(®(s,0)) = (a(®(s,6)),b(®(5,1)), e((s,1)) ),
e 05®(s,t) A 0;®(s,t) & il prodotto vettoriale in R? fra i vettori

9,®(s,) = (8590(5,75), Bsy(s, 1), asz(s,t)),

0, (s,1) = (8,533(3,15), By(s, 1), atz(s,t)).

Integrazione di 2-forme su superfici equivalenti. Ricordiamo che integrando 1-forma su due curve equiv-
alenti da lo stesso risultato. Lo stesso vale per I'integrale di una 2-forma su due superfici equivalenti.

Proposizione 54. Siano Q; e Qo due aperti connessi di R? e
@1291%]&3 e (I)QZQQ—)R3
Q1) e Sy = ®3(Qy). Sia a una 2-forma in R3. Allora
o= Lo
S1 So

Dimostrazione: Per esercizio. O

due superfici parametriche equivalenti, S = ®q(

FORMULA DI STOKES SU SUPERFICI

Sia  un aperto di R? con bordo di classe C! parametrizzato (in senso antiorario) dalle curve semplici chiuse
Y1, .-, Yn- Inoltre, sia

® = (r,y,2): R? - R3
una funzione di classe C?. Definiamo la ”superficie”
S = {(x(s,t),y(s,t),z(s,t)) eR? : (s,t) € Q}
e le curve
oi(t) = B(u(t), i=1,...,n.

Teorema 55. Sia o una 1-forma su R3. Allora
da = / .

a=a(x,y,z)de +b(z,y,2)dy + c(z,y, z) dz.

Dimostrazione: Sia

Allora
da = (ayc — 8zb) dy Ndz + (82(1 — axc) dz Ndx + (&Cb — 8ya) dxr Ady .

Definiamo la 1-forma
B =a(w(s,t),y(s,1), 2(s, 1)) (8533 ds + O,z dt)
+b(a(s,t), y(s, ), 2(5, 1)) (8syds+8tydt>
+e(x(s,1), y(5,1), 2(5, 1)) <8Szds + 8tzdt)
- (aasx + by + c@sz) ds

+ (a Oyx + bowy + c@tz) dt
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Di conseguenza,

48 = 0, (a0,w +bO,y + c0,z) ds A dt
+ 0, (aatx by + catz> ds A dt
— — (0 [a(e,y,2)] 0sx + 04 [b(w,y, 2)] Doy + Ou[elw,y, 2)] D2 ) ds A dt
+ (0 [alw,y,2)] Do + 0, [b(,y, 2)] Doy + D e, . 2)] =) ds A .
Ora, calcoliamo
/S do = /Q ((0ye - 0:5) Oy 012 — Dy 0,2)
1 (0.0 — B,0) (9s2 1z — D12 0u)
+ (9.0 — 0,0) (9,2 Oy — D Do) ) ds A dt

:/Qdﬁ

Per la formula di Stokes nel piano abbiamo

/Qdﬁziz:/%ﬁ.

Infine, osserviamo che se la curva v;(r) = (S(r),T(r)) ¢ definita su [a,, b;], allora
/ 8= /bi (ad52(5.7) +b0sy(S.T) + cd52(5.T) )9,
Vi a;
+ (a Orx(S,T) +bry(S,T) + cOra(S, T))&T dr
_ / b a(, 9, 2)(952(8,T)0,.5 + 0ra(5, T)0,T)
+b(z,y, 2) (asy(s, 79,5 + dry(S, T)&TT)

+c(z,y, 2) (852(5, 7)0,S + 0rz(S, T)BTT> dr

b;
= / a(z,y, z)0rx

i

+ b(x’ y’ Z)a”‘y
+c(x,y, 2)0pzdr
= / «

CAMPI VETTORIALI E FORME DIFFERENZIALI IN R3

Campi vettoriali e 2-forme. Divergenza di un campo.
Ad ogni campo vettoriale
Flr,y.2) = (al@,y,2). b(w,y,2), e(z.9,2))
possiamo associare la 2-forma,
a=a(z,y,z)dy Ndz +b(z,y,z)dz ANdx + c(z,y,2) dy A dz

Esercizio 56. Dimostrare che
da =divF(z,y,z)dx ANdy Adz
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Campi vettoriali e 1-forme. Rotore.
Ad ogni campo vettoriale
Flr,y.2) = (ala,y,2). b(z,y.2), e(z.9,2))
possiamo associare la 1-forma
a=a(z,y,z)de + b(z,y, z)dy + c(z,y,2) dz

Allora
da = (8yc — sz) dy N\ dz + (aza — 8zc) dz Ndx + (8zb — Bya) dx ANdy .

Il campo

rot F' = (ayc —0,b, 0,a — 0yc, O,b— 5ya> ‘R? > R3
¢ detto rotore di F.

Prodotto vettoriale
Prendiamo due vettori (o campi vettoriali)
u=(a,b,c) e v=(4,B,0)
e consideriamo i corrispondenti 1-forme
a=adr+bdy+ cdz e 8=Adx+ Bdy+ Cdz.
Calcoliamo il prodotto esterno
aNp= (adx+bdy—|—cdz) A (Ada:—i—de—i—C’dz)
= (bC — cB) dy N dz
+ (cA - aC') dz N\ dx
+ (aB — bA) dx N\ dy

Il vettore (campo vettoriale) di coordinate

(bCch cA—aC, anbA)

¢ precisamente il prodotto vettoriale u A v.

Prodotto scalare
Prendiamo due vettori (o campi vettoriali)
u=(a,b,c) e v=(4,B,C)
e consideriamo la 1-forma
a=adr+bdy+cdz

e la 2-forma
B=AdyANdz+ BdzANdzx+ Cdzx A dy.

Calcoliamo il prodotto esterno
aAB=(adr+bdy+cdz) A(Ady Adz+ Bdz Adz + Cdx A dy)
=aAdr Ndy Ndz
+bBdy ANdz Adx
+cCdzNdx Ady
= (aA+bB+ cC)dx ANdy A dz.

Osserviamo che aA + bB + ¢C' ¢ il solito prodotto scalare u - v.
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INTEGRALI DI FUNZIONI SU SUPERFICI

Sia Q un aperto limlitato di R? e sia
o =(x,y,2): R? - R?
una funzione di classe C!. Definiamo l'insieme

S = {(x(s,t),y(s,t),z(s,t)) eER? : (s,t) € Q}

Sia F : R? — R una funzione continua. Definiamo Iintegrale di F sulla ”superficie” S come

/ F .= / F(x(s,t),y(s,t),z(s,t)) |0s0 A Opp| ds dt
s Q
dove

Osp := (ﬁsx, sy, 852:) e Opp = (ﬁtac, oy, 0tz)
Teorema 57. L’integrale non dipende dalla parametrizzazione della superficie.

Dimostrazione: Sia

(s,) :w—Q, s=s(u,v), t =t(u,v),
un diffeomorfismo (di classe C2, perché applicheremo la formula del cambiamento delle variabili) tra w e Q.
Allora, la superficie S puo essere parametrizzata su w come segue:

S = {w(u,v) = (x(s(u,v),t(u,v)),y(s(u,v)J(u,v)),z(s(u, v),t(u,v))) eR® : (u,v) € w}
Calcoliamo

Byt = ((’9u885x - Out O, DusOsy + Out yy , Dus oz + 8ut8tz) — 0,5 050 + Dyt Dy

O := ((%s 05 + Opt Oz, 0ySOsy + Ot Opy , 0yS 05z + Oyt 3tz) = 0,5 050 + Ot O
e ricordiamo che
Ous = Oys(u,v) e Ops = 0ps(u,v)
Out = Out(u,v) e Oyt = Oyt(u,v)
654,0 = as(p(s(ua U)7t(u7v)) e 6t<)0 = atQO(S(U,, U)at(uvv))a
Ricordiamo che 0s¢ = 0s¢(s(u,v),t(u,v)) significa la derivata di ¢ rispetto la prima variabile, calcolata nel
punto (s(u,v),t(u,v)). Di conseguenza

Outh N Oty = (D 0yt — Dy5.Dut) D A Op = et ( g“j g“:f ) Dap A Dyp .

Ora, per la formula del cambiamento delle variabili in R? abbiamo

/ F(a(s(u,0), t(u, ), y(s(u,0), t(u, 0)), 2(s(u, v), £, 0))) [uth A O] dudv

:/F(a:(s(u,v),t(u,v)),y(s(u,v),t(u,v)),z(s(u,v),t(u,v))) ‘(%cp/\@t@’ Bos Ot

det ( Ous  Out )‘ du dv

= / F(x(s,t),y(s,t),2(s,t)) |0s0 A Opp| ds dt
Q

che conclude la dimostrazione. O

TEOREMA DELLA DIVERGENZA

Teorema 58. Sia D un dominio di classe C' in R3. Sia F : D — R® un campo vettoriale di classe C* su D.

Allora
// divF(x,y,z)dxdydz:// F.u,
D aD

dove v : D — R3 ¢ il versore normale a 0D uscente da D.



