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FORME DIFFERENZIALI

0-forme

Sia Q un aperto di R™. Per definizione, le O-forme di classe C* su  sono le funzioni di classe C* su Q.

1-forme

Definizione 1 (1-forme). Sia Q un aperto di R™. Una 1-forma differenziale di classe C* su Q ¢ un’espressione
della forma

aq(z) dxy + as(x) deg + ag(z) des + - - + an(x) day,
dove © = (z1,...,0n) €ai,...,an, : 2 — R sono funzioni di classe C* su Q.

Esempio 2.

n n
° Z z;dr; e Z xf dx; sono forme differenziali in R™;
i=1 i=1
o (22 +y)dr + zydy & una 1-forma differenziale in R?, dove x e y sono le coordiante nel piano;
o xdx+zdy—ydz e sin(z)dx—dz sono forme differenziali in R3, dove x,y,z sono le coordiante in R3.

Definizione 3 (Operazioni con le forme differenziali). Siano
a = a1(x)dry + as(z) deg + as(x) des + - - + oy (x) doy,
B = p1(x)dxy + Ba(x) deg + B3(x) dxs + -+ - + Bn(z) doy,
due 1-forme di classe C* (in un aperto Q C R?). Definiamo la forma o + 3 come
a+ B = (ar(x) + fi(z)) doy + (a2(z) + B2(2)) dg + - + (an (@) + Bn(2)) dap.
Inoltre, data una funzione f : Q — R di classe C*, definiamo la forma fa come

fa:= f(@)aq(z)dzr + f(x)ao(x) dze + -+ + f(2)an(z) dzy,.

2-forme

Definizione 4 (2-forme). Sia Q un aperto di R™. Una 2-forma differenziale di classe C* su Q ¢ un’espressione
della forma
Z Qij (.’E) dz; N\ dl‘j,
1<i<j<n
dove x = (x1,...,2y) €, per ogni 1 <i < j <mn, la funzione a;; : Q@ — R é di classe C* su Q.
Inoltre, definamo
dr; Ndx; =0 perogni 1=1,... n.
drj Ndx; == —dx; Ndx; per ogni 1<i<j<n.

Definizione 5 (Operazioni con le 2-forme differenziali). Siano

o= Z a;j(z) dx; A dzy,

1<i<j<n
ﬂ = Z 51']'(17) dﬂjl A dZEj ,
1<i<j<n
due 2-forme di classe CF (in un aperto Q C R?). Definiamo la forma o+ 3 come
a+ = Z (ozij(x) + ,Bij(x)) dr; Ndx;j .
1<i<j<n
Inoltre, data una funzione f : Q — R di classe C*, definiamo la forma fa come

fa:= Z (f(@)ay;(x)) da; A daxj, .

1<i<j<n



k-forme

Definizione 6 (k-forme). Sia Q un aperto di R" e sia k € N. Una k-forma differenziale di classe C™ su Q ¢
un’espressione della forma
Z 051'11'2“_1‘]C (l‘) dxil A dIiQ JANCERIA dﬂ?iw
1<i1 <2< <ip<n
dove x = (x1,...,x,) e, per ogni k-upla di indici 1 < iy < iy < -+ <ix <n, la funzione a;,,. 4, @ X =R é
di classe C™ su ().

k

Inoltre, possiamo definire I'espressione dz;, Adx;, A-- - Adz;, anche per indici 1 < ¢y,...% < n che non sono
ordinati. Per fare cio usiamo la regola seguente:

e se due indici consecutivi sono uguali (per esempio i; = iy oppure is = i3, oppure i,_1 = i), allora
dz;, Ndzi, \--- Ndx;, =0 ;
e possiamo scambiare 1'ordine di due indici consecutivi cambiando il segno davanti. Per esempio

dz;, Ndz;, Ndzi, Ndz;, - ANdx;, = —dxi, Ndxi, ANdxg, Ndxig A A dxg, .
Possiamo applicare questa operazione piu volte, ogni volta cambiando il segno.
Esempio 7. Per esempio, in dimensione 3 abbiamo:
dr NdyNdz =—dx Ndz Ndy = —(— dz/\d:c/\dy) =dz Adx A dy.
In dimensione 4, usando le coordiante x,y, z,t, possiamo calcolare
dyNdx Ndt Ndz = —dx ANdy ANdt Ndz = dx N\ dy N\ dz A dt.
Si puo facilmente verificare, che scambiando solo due indici ’espressione cambia segno. Per esempio,

dt Ndy Ndz AN dx = —dx ANdy A dz A dt.

Definizione 8 (Operazioni con le k-forme differenziali). Siano

o = Z Qj1ig.. .0y (13) dl‘il A dxiz VANCERIVAN dCEik s
1<i1 <ip <+ <ip<n
8= Z ﬂiliz...ik (.Z‘) dl‘il A dl‘iz VARERIAN dxik s

1<i1<ia < <ip<n
due 2-forme di classe C™ (in un aperto Q C R?). Definiamo la forma o+ B come
a+p = Z (ailz’g“.ik (JU) + Biﬂé---ik (Z‘)) d$1‘1 A dl‘i2 VAKERIVAN dl‘zk .
1<) <ig<---<ipg<n
Inoltre, data una funzione f:Q — R di classe C™, definiamo la forma fa come

fa = Z (f(x) Qiyin..in (:1:)) dz;, Ndxi, N--- Ndwx;,

1<t <ig < <ipg<n

Prodotto di forme differenziali

Sia € un aperto di R" e siano
a = a1(x)dry + ax(z) deg + as(x) dzs + - - - + a(x) doy,,

B = Bi(x) dry + Ba(x) dra + B3(x) dxs + - -+ + Bu(z) d2n,
due 1-forme di classe C* si . Definiamo la 2-forma o A 3 come

aNpf:= iiai(x)ﬁj(x) dx; N dx;.

i=1j=1
Il prodotto di una k-forma « con una I-forma § ¢ una (k + 1) forma a A 8 che puo essere calcolata attraverso
le regole seguenti:

e se [ e g sono funzioni, o € una k-forma e 5 & una I-forma, allora

(f(z)a) A (g(x)B) = fz)g(x) a A B.
Per esempio,
(x2 dy) A (y d:c) = 2%y dy A dz.



e se « e [ sono due k-forme e v e § sono [-forme, allora
(a+B)Ay=aAy+ BN,
aN(y+d)=aAy+aAd.

e se o & una k-forma e 8 € una [-forma, allora

aAB= (DB Aa.

e se e « & una k-forma, § € una [-forma e 7y € una m-forma, allora

(@ AB)Ay=aA(BAY).
Esempio 9.

(xdx + ydy) A (ydx — x dy) = xydz A dx — 2% de A dy +y* dy A dz — zy dy A dy

= —2%dx Ndy + 3> dy A dx
= —2?dx ANdy —y*dz A dy
—(z% 4+ y?) dx A dy.

Derivata esterna e differenziale

Definizione 10. Siano Q2 un sottoinsieme aperto di R™ e f : Q — R una funzione di classe C™ per un qualche

m > 1. Definiamo il differenziale di f come

"0
df = Zl 8; (z) dz;.

Osserviamo che df é una 1-forma di classe C™ ™' su Q.
Pit in generale, data una k-forma

(0% = Z Oél'lh___ik(l') dl’il /\dd)i2 AN

1<i1<i2< < <n

di classe C™ su Q, definiamo la derivata esterna di o come
)

day = Z daimmik A\ dxil A\ d{Eiz A\

1<i) <ig < <ip<n,
Osserviamo che da & una (k + 1)-forma di classe C™ !

Esempio 11. In R?, con coordianate vy, calcoliamo

o d(2?) =2xdx;

o dlxy) =ydr+zdy;

o d(ye*) =ye*dx 4+ e*dy;

° d(ydx) =dyANdx =—dxNdy;

o d(zydy) = d(zy) Ndy = (yda +zdy) ANdy = ydx ANdy ;
° d(xdy—ydm):dx/\dy—dy/\d:r:2dx/\dy;

e d(zdx+ydy) =dx Adzx+dy Ady = 0.

Esempio 12. In R3, con coordianate x,, z, calcoliamo
d(zyz) =yzdr + xzdy + zydz ;
d(z?2) = 2zzdx + 22 dz ;

(ysin(z)) =sinzdy + ycoszdz;

(ryz)) =
d(d(zyz)) = d(yz dz + zz dy + zy dz)
=d(yz) Ndz + d(zz) AN dy + d(zy) A dz

/\dIlk,

~-/\dxik.

d
d(yzdm) —dyz)/\dx— (zdy+ydz)/\dx—zdy/\dx—i—ydz/\dx——zdx/\dy—i—ydz/\dm
d(d

= (zdy+ydz)/\d;v+(zdx+xdz)/\dy—i—(:rdy—i—ydm)/\dz
=zdyANdr+ydzANdr+zdx ANdy+axdz ANdy+xdy ANdz+ydx Ndz

=0.
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Esercizio 13. Scrivere come
a(x,y,z)de + b(z,y, z) dy + c(z,y, z) dz,
oppure come
A(z,y,z)dx Ndy + B(x,y,z)dy ANdz + C(z,y, z) dz A dz,
le forme differenziali sequenti.
(1) d(%2)
@dg y)

(8) d(zy — yz + zx)
(4) d(z — ) nd(y - )
(5) d(x + z) Nd(x — 2)
(6) d(zy) Nd(xz)

(7) d(zd(wy));

(8) d(d(x D
@d%I*ZD

(10) d(zy) A (y dx — z dy).

Esercizio 14. Calcolare

1 1
d <—d3:—|— dy> .
Y T
d< Y get 2 dy).
r—+vy r+y

—y .
d d dy ).
(I”+ﬁ w+x2+92y>

Esercizio 17. Sia ¢ : R — R una funzione di classe C'. Calcolare

Esercizio 15. Calcolare

Esercizio 16. Calcolare

—y T
d<w2+y24p(x2+y2)dm+M@(xQ_;'_yQ)dy)-

Forme esatte e forme chiuse

Definizione 18 (Forme chiuse). Diciamo che una k-forma o (di classe C*) ¢ chiusa se da = 0.

Teorema 19 (Esatta = chiusa per le 1-forme). Sia Q un aperto di R™ e sia f : Q@ — R una funzione di classe
C2. Allora la 1-forma differenziale df ¢ chiusa.

Proof. Consideriamo prima il caso n = 2. Allora f = f(z,y) e

df = 0, f(z,y)dz + 0, f(z,y) dy
Allora

d(df) = (0. f(@,y) do + 9, f(,y) dy)
=d(0. f) Ndx 4+ d(0y f) N dy

= (@«Tf(o:, y)dz + Oy, f (2, y) dy) Adx + ((%yf(x, y) dz + Oyy f(z,y) dy) A dy
= Oy f(2,y) dy N dx + Oy f(x,y) dx A dy

= — Oyaf(z,y) + Opy f(z,y) ) dz A dy.
( )

Per il Teorema di Schwartz abbiamo che Oy, f(x,y) = 0y f (2, y) il che conclude la dimostrazione nel caso n = 2.

Dimostriamo ora il caso generale. Siano = = (x1,...,2,), f(z) = f(x1,29,...,2,) €

i=1



Allora

Ora siccome dx; A dz; = 0 possiamo scrivere

i=1 j=1 1<i<j<n 1<j<i<n

Nella soconda somma scambiamo le variabili ¢ e j, cioé scriviamo 4 al posto di j e j al posto di 7. Quindi

> 00 f () duy Adwi =Y 0:0;f(w) da; A daj.

1<j<i<n 1<i<j<n
Inoltre, siccome dx; A dv; = —dx; A dx;, abbiamo che
1<i<j<n 1<i<j<n

In conclusione,

= i i 8j81f(:v) d.’L‘j ANdz;

i=1 j=1
= Z 8j81f(x) d.’[?j Ndz; — Z 8la]f(.’17) dCL'j Ndz;
1<i<j<n 1<i<j<n
= Z (8]81f(1‘) — 6,8Jf(a:)) dl‘j ANdx; =0,
1<i<j<n
dove abbiamo di nuovo usato il teorema di Schwartz. a

Teorema 20 (Esatta = chiusa). Sia Q un aperto di R" e sia o una k-forma di classe C? su Q. Allora la
(k 4 1)-forma differenziale da é chiusa.

Proof. Dal teorema precedente, segue che se a & una O-forma (quindi una funzione), allora la 1-forma da &
chiusa.
Dimostreremo il teorema per una 1-forma « in R3. Il caso generale & analogo.

Consideriamo la 1-forma

a=a(z,y,z)de +b(z,y,z)dy + c(z,y, z) dz.

Dimostreremo che la 2-forma da ¢ chiusa.



da = d(a(a:, y,z)dx + b(x,y, z) dy + c(x,y, 2) dz)
=daANdr+dbAdy+dcANdz

= ((%u dx + Oyady + 0.a dz) A dx
+ (a,bdx +O,bdy + 8zbdz> A dy

+ (Bmcdm + Oycdy + Bzcdz> Adz
= 0yady ANdx + 0.adz AN dx
+ Ogbdr ANdy + 0,bdz AN dy
+ Ogcdx ANdz + Oycdy N dz

= (811) — 8ya> dxr A dy + (8za — Bzc) dz Ndx + <8yc — 8Zb> dy A dz.
Ora, calcoliamo d(da).
d(da) = d((Dsb — ya) dw A dy + (90— Duc) dz A da + (9,e — 0.b) dy A d2)
= d(9:b — 8ya) A dx Ady + d(d.a — dzc) Adz Ada + d(Dyc — 9.b) Ady Adz
=0, (311) — Bya)dz Adx A dy+ 0y ((‘La — 8zc)dy ANdz ANdx + Oy (8yc — (‘Lb)dx ANdy Ndz.
Osserviamo che
dz Ndx ANdy = (dz ANdx) Ndy = (—dz ANdz) Ndy = —dx A (dz ANdy) = —dz A (—dy ANdz) = dx Ady A dz.
Nello stesso modo
dyNdz ANdx =dx ANdy N dz.
Quindi,
d(da) = 0, (811) — aya)dx Ndy ANdz+ 0y (6'211 — 8mc)dx ANdy Ndz + Oy (ayc — 5‘zb)dx ANdy Ndz
= (8mb — Oy + O0ya — OyaC + OpyC — 8”17) dr ANdy Adz = 0. O

Definizione 21 (Forme esatte). Sia Q un aperto di R™ e sia k > 1. Diciamo che una k-forma o é esatta se
esiste una (k — 1) forma 8 tale che dff = .

Le forme esatte sono anche chiuse (vedi Teorema 20), ma esistono forme esatte che non sono chiuse!

Proposizione 22 (Chiusa non implica esatta). Sia Q :=R?\ {(0,0)} e sia a la 1-forma (di classe C> su )

—y x
= d
@ 24y x+x2+y

Dimostrare che o € chiusa ma non esatta su €.

5dy.

Forme esatte e forme chiuse - esercizi

Esercizio 23. Sia Q:=R?\ {(0,0)} e sia a la 1-forma (di classe C* su )

y ;
R I R B i

Dimostrare che o ¢ chiusa ma non esatta su €.

Esercizio 24. Sia Q:=R?\ {(0,0)} e sia a la 1-forma (di classe C* su Q)

—y T
= dx +
((EZ +y2)a (SU2 +y2)a

dy.

(1) Dimostrare che « non ¢é esatta.
(2) Per quali valori del parametro a > 0 la forma risulta chiusa?



Esercizio 25. Sia Q :=R?\ {(0,0)} e sia o una 1-forma (di classe C*° su Q).

2 2
-y T4y
o= x4+y4dx+x4+y4dy'

Dire se o € :
(a) chiusa e esatta (in 2);
(b) chiusa, ma non esatta (in );

(¢) esatta, ma non chiusa (in Q); - E possibile che una forma sia esatta, ma non chiusa?
(d) ne chiusa, ne esatta (in Q).

Esercizio 26. Sia Q:=R?\ {(0,0)} e sia a una 1-forma (di classe C> su Q).

2
—Y Yy
a= dx + dy.
x2+y4 x2_|_y4 Y

Dire se o € :

(a) chiusa e esatta (in Q);

(b) chiusa, ma non esatta (in Q);
(c) esatta, ma non chiusa (in Q);
(d) ne chiusa, ne esatta (in ).

Esercizio 27. Sia Q :=R2\ {(0,0)} e sia a una 1-forma (di classe C*>° su Q).

2
-y 2zy
o= dr +
1’2 + y4 1:2 + y4

dy.

Dire se o € :

(a) chiusa e esatta (in Q);

(b) chiusa, ma non esatta (in Q);
(c) esatta, ma non chiusa (in Q);
(d) ne chiusa, ne esatta (in ).

Esercizio 28. Sia Q:=R?\ {(0,0)} e sia a una 1-forma (di classe C> su Q).
—siny T CosYy
- x : Y
x? + (siny)? 22 + (siny)?

Dire se o € :

(a) chiusa e esatta (in Q);

(b) chiusa, ma non esatta (in Q);
(c) esatta, ma non chiusa (in Q);
(d) ne chiusa, ne esatta (in Q).

Esercizio 29. Sia Q:=R?\ {(0,0)} e sia a una 1-forma (di classe C> su Q).
—sin(2y) x cos(2y)
= T
x? + (sin 2y)? 22 + (sin 2y)?

Dire se o ¢ :

(a) chiusa e esatta (in Q);

(b) chiusa, ma non esatta (in );
(c) esatta, ma non chiusa (in );
(d) ne chiusa, ne esatta (in Q).

Esercizio 30. Supponiamo che la funzione a : R — R (di classe C*) sia tale che la 1-forma
a=zxdr+ a(z)dy
e esatta. Trovare la funzione a e una funzione f tale che df = .
Esercizio 31. Sia a: R — R una funzione di classe Ct. Dire se la forma
ydz + 2%a(y) dy

¢ esatta su R2.
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Esercizio 32. Sia a : R — R una funzione di

¢ esatta su R2.

Esercizio 33. Sia a: R — R una funzione di

¢ esatta su R?.

Esercizio 34. Sia a: R — R una funzione di

sia esatta su R2.

Esercizio 35. Sia a: R — R una funzione di

sia esatta su R2.

Esercizio 36. Sia a: R — R una funzione di

sia esatta su R2.

Esercizio 37. Sia a: R — R una funzione di

sia esatta su R2.

Esercizio 38. Sia a: R — R una funzione di

sia esatta su R2.

classe C1. Dire se

ydx + za(y) dy

classe C1. Dire se

zydx + a(y) dy

classe C1. Dire se

zydx + a(x) dy

classe C1. Dire se

a(e) dz + aly) dy

classe C1. Dire se

aly) de + a(x) dy

classe C1. Dire se

a(y) dz + a(ry) dy

classe C*. Dire se

a(z) dx + a(zy) dy

la forma

la forma

¢ possibile

¢ possibile

e possibile

e possibile

¢ possibile

che la forma

che la forma

che la forma

che la forma

che la forma

1-forme chiuse in R? e R3

Proposizione 39 (1-forme chiuse in R?). Sia Q un aperto di R? e sia o la 1-forma

a=a(z,y)dx + b(z,y) dy .

Allora la forma o é chiusa se e solo se

Oya = 0zb in Q.

Proposizione 40 (1-forme chiuse in R3). Sia Q un aperto di R3 e sia o la 1-forma

a=a(z,y,z)dr+b(z,y, z) dy + c(z,y,z) dz .

Allora la forma o é chiusa se e solo se

Oya = 0zb, 0,a=0,¢c e 0,b=0yc in

Q.



