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Convergenza assoluta. Esponenziale reale e complesso

Definizione 1. Sia (ap)neny una successione di numeri complessi.

+o00
(i) Diciamo che la serie E ay converge, se converge la successione (Sp)nen delle somme parziali
k=1
n
Sn: E ag.
k=1
+oo
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Esempio 2. La serie E 2 converge e converge assolutamente.
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Esempio 3. La serie E A converge, ma NON converge assolutamente.
k=1
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Teorema 4 (convergenza assoluta =- convergenza). Sia E ar una serie di numeri complessi che
k=1

converge assolutamente. Allora, la serie converge.

Esercizio 5. Sia z € C un numero complesso. Dimostrare che la serie
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converge assolutamente (usare il criterio del rapporto per le serie).
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In seguito useremo la notazione E(z) per il limite della serie Z %
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Teorema 6. Siano z e w due numeri complessi. Allora
E(z)E(w) = E(z 4+ w).
Esercizio 7. Dimostrare (per induzione) che se z € C e n € N, allora
Esercizio 8. Dimostrare che E(0) = 1. Dal Teorema @ dedurre che per ogni z € C si ha
E(z)E(—z) = 1.
Usare Esercizio [7] e Teorema [6] per dimostrare che se z € C e m € Z, allora



Esponenziale reale
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Definizione 9. Per ogni numero reale a > 0, ed ogni m € Z e n € N, definiamo an = (a")n.

Teorema 10. Per ogni numero reale a > 1, esiste un unica funzione monotona crescente f, : R = R,

tale che
m m

fa(=)=a

n

per ogni m € Z en € N.

Analogamente, per ogni numero reale 0 < a < 1, esiste un unica funzione monotona decrescente
fa : R = R, tale che

fa(m) =an

n

per ogni m € Z en € N.

D’ora in poi, per ogni a > 0 ed ogni x € R, useremo la notazione fqo(xr) = a®. Questa funzione ha le
proprieta sequenti:

(i) a® >0 per ognia >0 e x € R;
(ii) a®*a¥ = a®"Y per ognia >0, x €ER ey € R;
(iii) a® =1 per ogni a > 0;
(iv) a=* = a%, per ogni a > 0 ed ogni x € R;
(v) (a®)Y = a™ per ognia >0, x € R ey € R;
(vi) a*b* = (ab)* per ognia >0, b >0, z € R.
Teorema 11. Sia e = E(1).
(i) Dimostrare che e > 2.
(i) Dimostrare che E(n) = e™ per ogni n € N;
(iii) Dimostrare che E(L) = en per ogni n € N;
(iv) Dimostrare che E(™*) = en per ognin € N ed ogni m € Z;
(v) Dimostrare che la funzione E : R — R é monotona crescente.

Di conseguenza, mostrare che E(x) = e* per ogni x € R.

Esponenziale complesso, seno e coseno

D’ora in poi useremo la notazione

per ogni numero complesso z € C.
Definizione 12. Per ogni numero reale 8 € R definiamo

cosf) = Re(e?) e sinf = I'm(e').

Di conseguenza, 4
e = cosf + i siné.
Esempio 13. cosO0=1 esin0=0.

Proposizione 14. Siano 6 e ¢ due numeri reali. Allora,
cos(f + ¢) = cos 0 cos ¢ — sin @ sin ¢
sin(f + ¢) = cos @ sin ¢ + sin 6 cos ¢

(Usare Uidentita e(0+9) = ¢if¢i® )



Proposizione 15. Dimostrare che per ogni 8 € R si ha

(Usare la definizione di E(if).)

Proposizione 16. Dimostrare che per ogni 8 € R si ha:
(i) cos(—0) = cos@ e sin(—0) = —sinb;

(ii) |e”] = 1;

(iii) cos® 6 +sin% 0 = 1;

Teorema 17. Esiste un numero reale m > 0 (pit precisamente, si ha che 3 < 7w < 4) tale che:

Cosg:O e singzl,
cosf >0 . O<9<7r
er ogni —.
sinf > 0 per-og 2

Inoltre, per ogni coppia di numeri reali a > 0 e b > 0, tali che a®>+b* = 1, esiste un unico numero reale
0 € [0,7/2] tale che

a=cosf e b=sinb.
Proposizione 18. Dimostrare che:
(1) cosm = —1, sinm =0, €™ = —1;
(2) cos (27) =1, sin(27) = 0, €™ = 1;

(3) COS%7r =0, sm%’r =-1,¢e2 = —i;

(4) cos(m/2 —0) =sind, sin(n/2 — 0) = cos b per ogni 6 € R;
(5) cos(m —0) = —cos B, sin(mr — ) =sin@ per ogni 6 € R;
(6) cos(m/2 4 0) =sinb, sin(n/2+ 0) = — cos @ per ogni 0 € R.

(7) Dimostrare che, per ogni coppia di numeri reali a e b, tali che a® 4+ b® = 1, esiste un unico numero
reale 0 € [0,27) tale che

a=cosf) e b=sinb.

Esercizio 19. Sia z = /4,

1. Mostrare che 22 = i.

2. Trovare (in forma algebrica) tutte le soluzioni dell’equazione z* = 1.

3. Dimostrare che
V2 : f) _ Q
47 27

Esercizio 20. Sia z = ¢27/3,

1. Usando la formula,
Bo1=0-1E+z2+1),

dimostrare che 22+ z+1 = 0.

2. Trovare (in forma algebrica) tutte le soluzioni dell’equazione 2> + z +1 = 0.



3. Usando il fatto che m > 2 5 (il che vuol dire che cos ZF < 0 e sin 2° 277 > 0), mostrare che

(27”) __1 (277) V3
cos( ) = =3 e sm3—2.
4. Usando le formule

cos(m —60) = —cos @ e sin(m — #) = sin#,

dimostrare che

5. Usando le formule
cos(g —0) =sinf e sin(g —6) = cos b,

dimostrare che

. T 1
) = 7 € Sln(g) = 5
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Esercizio 21. Si consideri i numeri complessi z1 = €'3 et 20 = e~ "4.
1. Scrivere z1 e z9 in forma algebrica.

2. Scrivere in forma algebrica e forma esponenziale il prodotto z1zo.

7
3. — =7
sin 12

T 9
4. cos12 !

Esercizio 22.

1. Rislovere l’equazione

scrivendo z in forma algebrica come z = a + b.

2. Scrivere il numero complesso

in forma esponenziale.

3. Trovare - -
—) =7 in(-) =7
cos(8) e 8111(8)

. . . im
Esercizio 23. Sia z =¢75 .

1. Dimostrare che
1+z+224+234+20=0.

2. Usando il fatto che
1NN 5, 1
z+ — =z + ) + 2,
z z

scrivere un’equazione di secondo grado per il numero complesso w = z + %
Trovare il valore di cos(%).



