ESERCIZI - PROVA SCRITTA - SIMULAZIONE

Regole e commenti:
Il test durera circa 60 min
Durante il test potrete vedere un esercizio alla volta
.. ma potrete tornare indietro e cambiare le risposte quando volete

Per il test useremo come punto di partenza gli esercizi proposti a lezione, gli esercizi presenti sul sito
del corso e gli esercizi della simulazione

Ci saranno anche domande sulla teoria (per esempio, Esercizio 9).

Esercizio 1 (1 p.). In R?, l’insieme By N ((O, 1) x (0,5]> é

(a) aperto

) chiuso

(¢) compatto

(d) connesso per archi
) stellato rispetto al punto (0, 3)
) stellato rispetto al pinto (1/2,1)

Esercizio 2 (1 p.). Quali fra gli sequenti insiemi sono compatti ¢

(a) BsN ([—1, 1] x [—1,2])
(b) B3 U ([—1, 1] x [—1,2])
(¢) Bs\ ([=1,1] x [-1,2])
(@ Bs\ ((-1,1) x (-1,2))

Esercizio 3 (2 p.). Sia A un sottoinsieme di R?. Siano
o A la chiusura di A,
e int(A) la parte interna di A,
o 0A il bordo di A.
Quali fra le affermazioni sequenti sono vere ¢
(a) se il bordo OA ¢é limitato, allora A é compatto
) se A ¢ limitato allora A ¢ compatto
(c) se A ¢ limitato allora A & compatto
(d) se la parte interna int(A) ¢ un insieme limitato, allora A ¢ compatto
) se la parte interna int(A) e il bordo A sono limitati, allora A ¢ compatto

Esercizio 4 (2 p.). Quali fra le sequenti funzioni hanno gradiente in zero uguale a (2,1).

(a) F(x,y) =y +ycosx + sin(x + x)e¥

(b) F(z,y) = ycosx + sin(x + 23)e¥ + z cosy
(¢) F(z,y) =xcosy+xy + ycosz

(d) F(z,y) = sin(z + 2%)e¥ + 2y + x cosy
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Esercizio 5 (2 p.). Consideriamo la funzione F : R? — R
(@ +y*)sin(y)
Floy) =4 Va+y?

0 se (z,y) =(0,0)

se (z,y) # (0,0)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?

(a) F ¢é derivabile in zero.

(b) VF(0,0) = (0,0).

(¢) 1l gradiente in zero non é definito.
(d) La funzione ¢é differenziabile in zero.
(e) F ¢ continua in zero.

(f) F ¢ limitata.

Esercizio 6 (3 p.). Siano @ il quadrato [0,3] x [0,3] ed F': @ — R la funzione
F(x,y) = * +y* + 22y — 8z — 6y

In quale punto la funzione F' : Q — R ha un massimo locale ?
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Esercizio 7 (1 p.). Sia D il dominio normale
x €R? taliche 0<z<1 e 2°<y<z
( ) y) y

Sia F : R2 = R una funzione di classe C?.
Se F: D — R ha un massimo locale (in D) nel punto P = (3, %), allora necessariamente

(a) VF(P)=0
(b) D*F(P) >0
(c) D*F(P) <0
(d) D*F(P) >0
(e) D*F(P) <0

Esercizio 8 (2 p.). Sia D il dominio normale
(r,y) €R? taliche 0<z<1 e 2°<y<uz
Sia F : R? — R una funzione di classe C?.

Se F: D — R ha un massimo locale (in D) nel punto P = (%, %), allora necessariamente
) VF(P)=0
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Esercizio 9 (1 p.). Sia Q un aperto di R? e siano a: Q — R e b: Q — R due funzioni di classe C*. Sia o la
1-forma differenziale

a=a(z,y)dr +b(z,y) dy
Quali fra le affermazioni sequenti sono vere ¢

(a) Se a é esatta, allora a & chiusa.

(b) Se a é chiusa, allora « é esatta.

(¢) « & chiusa, se e solo se & esatta.

(d) Se da =0, allora o & esatta

e) Seda =0, allora a é chiusa

(f) Se a € esatta, allora doo =0

(g) Se da =0, allora le funzioni a e b sono costanti
(h) La forma da é esatta

(i) La forma da é chiusa

)
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Esercizio 10 (2 p.). Sianoa:R — R eb:R — R due funzioni di classe C' e siano o e 3 le 1-forme
a = a(z)dx + b(y) dy
B = aly) dz + b(x) dy

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere ¢

(a) « é chiusa (per qualsiasi scelta delle funzioni a e b)

(b) B ¢é chiusa (per qualsiasi scelta delle funzioni a e b)

(¢) « ¢ esalta (per qualsiasi scelta delle funzioni a e b)

(d) B é esatta (per qualsiasi scelta delle funzioni a e b)

(e) Se a e B sono esatte, allora le funzioni a e b sono costanti.

(f) Se « e B sono esatte, allora le funzioni a e b sono uguali a zero.

Esercizio 11 (2 p.). Quali fra le sequenti forme differenziali sono chiuse.
(a) xy?dr + yz? dy
(b) zydr + zydy

(¢) zdx +ydy

(d) ydz+zdy

(e)

e) (z+vy)de+azxdy

Esercizio 12 (3 p.). Sia v :[0,27] — R? la curva
v(t) = (2cost, 3sint).
Quali fra le affermazioni sequenti sono vere ¢

(a) Se a ¢ una 1-forma chiusa in R?, allora / a=0.
2

(b) Se a & una 1-forma esatta in R?, allora /a =
8!

0
(c) Se a & una 1-forma esatta in R?\ (0,0), allora / a=0.
8!

(d) Se a ¢ una 1-forma chiusa in R?\ (0,0), allora / a=0.
v
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Esercizio 13 (2 p.). Siano a:R?> - R e b:R? — R due funzioni di classe C* e siano a e 3 le 1-forme
a=a(z,y)dr +b(z,y) dy
B=uza(z,y)de+yb(z,y)dy
Quali fra le affermazioni sequenti sono vere ¢

(a) Se « & chiusa, allora B é chiusa

(b) Se « ¢ esatta, allora B ¢é esatta

(¢) Se o e 8 sono chiuse, allora o é esatta.

(d) Se a e 8 sono chiuse, allora o e  sono entrambe esatte.

Esercizio 14 (2 p.). Siano Q; e Qo gli insiemi
(z,y) eR* : 2 <y
(z,y) eR? : y? <z

Calcolare larea A di Q1 N Q.

(a) A=1
(b) A=

(c) A=

(d) A=+
(e) A=1/
(fy A=1/3
(2) A=1/s
(h) A=2/3
(i) A=3/a

Esercizio 15 (2 p.). Sia Br la palla di centro zero e raggio R = /7/2 in R? e sia F la funzione
F(z,y) = cos (z° + y*)

Calcolare Uintegrale I = // F(z,y)dzdy.
Br

(a) I=0
(b) I=x
(¢c) I=—7
(d) I =2r
(e) I=—-27
(6) 1=
(g) I =—7/2

Esercizio 16 (2 p.). Sia By la palla di centro zero e raggio 2 in R?. Sia F : R? — R? il campo vettoriale

F(z,y) = (x cos (22 + %), ysin (2 + y2)>

I:// div F(z,y) dx dy.
B>

Calcolare
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Esercizio 17 (2 p.). Sia Q Uanello By \ By in R?. Sia F : R? — R la funzione

x
F(:L‘7y) = m.

I:// 0. F(x,y) dx dy.
Q

Calcolare

Il
3 o

Il
|
3

NN N NN NN
LI
2R
20N
o

—
-
N—
~
1
|
o
)

NS CORIOGD
W
3

Esercizio 18 (3 p.). Sia S la superficie parametrica descritta dalla mappa ® : [0,27] x [0,27] — R2, dove

D(s,t) = (2(:ost+costcoss7 2sint + sintcos s, sins).

Calcolare
Area(S) = / 1.
s
(a) Area(S) =2rm
(b) Area(S) = 4w
(c) Area(S) =8
(d) Area(S) = 27
(e) Area(S) = 47
(f) Area(S) = 87?2



Gli esercizi eliminati

TOPOLOGIA

Esercizio 19. Quali fra gli sequenti insiemi sono compatti ?
(a) ((=3.3) x (~4,3)) \ By
(=3,3) x (—4,3))

Esercizio 20. Sia A un sottoinsieme di R%. Siano

o A la chiusura di A,
e int(A) la parte interna di A,
e 0A il bordo di A.
Quali fra le affermazioni sequenti sono vere ¢
(a) la parte interna di OA é precisamente int(A)
) la parte interna di DA é OA stesso
(¢) la parte interna di DA ¢é vuota.
(d) la chiusura di OA é OA stesso
) la chiusura di OA ¢é linsieme vuoto
) la chiusura di OA ¢ uguale a A indipendetamente dall’inisieme A
) la chiusura di OA ¢ uguale a A solo se int(A) =0

DERIVATE PARZIALI

Esercizio 21. Consideriamo la funzione F : R? — R
F(2,y) = cosx + 2y* + 3xsiny + sin(z?y®)

Quali delle affermazioni sequenti sono vere?

(a) La matrice Hessiana di F in (1,0) ¢ definita positiva.

(b) La matrice Hessiana di F in (1,0) é semi-definita positiva.
(¢) La matrice Hessiana di F in (1,0) é definita negativa.
(d) La matrice Hessiana di F in (1,0) é semi-definita negativa.
(e) La matrice Hessiana di F in (1,0) non esiste.
(f) La matrice Hessiana di F in (1,0) non é ne semi-definita positiva ne semi-definita negativa.

)

)

Esercizio 22. Quali delle seguenti funzioni hanno un minimo locale in zero ?
(a) F(z,y) =22 + 4y* + 3y

(b) F(z,y) = 2* + 3y* + 2y

(¢) F(z,y) =sinzsiny

(d) F( )—2y +slnx51ny

(e) F(z,y) =

e x2 er —sinzsiny



FORME DIFFERENZIALI

Esercizio 23. Sia Q un aperto di R? e siano a : 2 — R e b : Q — R due funzioni di classe C*. Sia o la
1-forma differenziale
a=a(z,y)dx + b(x,y) dy

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere ¢

(a) Se la forma a ¢ chiusa e 0 & un aperto connesso, limitato e regolare C', allora o ¢ esatta.

(b) Se la forma « ¢ chiusa e Q ¢é un aperto stellato, allora a é esatta.
(¢) Sela forma « é chiusa e Q0 é un rettangolo, allora « é esatta.
(d) Se la forma « é chiusa e 2 é un aperto connesso, allora o é esatta.
(e) Se la forma « & chiusa e Q & un aperto regolare Ct, allora « ¢ esatta.

Esercizio 24. Sia Q un aperto di R? e siano a:Q — R eb: Q — R due funzioni di classe C'. Siano o e B le
1-forme differenziali
a = a(x,y)dx + b(x,y) dy
B =b(z,y)dz + a(z,y) dy
Quali fra le affermazioni sequenti sono vere ¢
(a) Se a é chiusa, allora anche B ¢é chiusa.

(b) Se a é esatta, allora anche 5 ¢é esatta.
(c) Se a e B sono entrambe chiuse, allora sono anche esatte.
(d) Se a e 8 sono entrambe chiuse, allora necessariamente

a(z,y) =b(z,y) =0 per ogni (z,y) € Q

(e) Se o e 8 sono entrambe chiuse, allora necessariamente le funzioni a e b sono costanti su Q.
(f) Se a e B sono entrambe chiuse e Q) é un aperto stellato, allora necessariamente le funzioni a e b sono
costanti su 2.

(g) Se«a e f sono entrambe chiuse e Q é un connesso, allora necessariamente le funzioni a e b sono costanti
su €.

Esercizio 25. Siano 7 : [0,27] — R? la curva
~(t) = (cost, sint),

e a la 1-forma

Quali fra le affermazioni sequenti sono vere ¢

(a) [ya:%‘.
(b) LaO.
(c) [ya:—27r.

(d) La forma « ¢ chiusa.
(e) La forma « ¢ esatta in R?\ (0,0).



INTEGRAZIONE

Esercizio 26. Per ognit > 0 consideriamo l'insieme €, definito come
(r,y) eR : t<az<t+1, f(z)<y<g(),

dove f e g sono le funzioni
f@=a ¢ g@)=z-1

I(t)://ﬂtld:cdy.

Trovare il minimo della funzione

(a) minl =0

(b) minT =1/s
(¢) minI =1/2
(d) minI =1/3
(e) minl =5/
(f) min7 =2/3



