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Il numero di Eulero

Proposizione 1 (Definizione con le serie). Si consideri la successione

Sn =
n∑

k=0

1

k!
per ogni n ≥ 1.

(i) Dimostrare che Sn è monotona crescente.

(ii) Dimostrare che n! ≥ 1
22n per ogni n ∈ N;

(iii) Dimostrare che Sn è limitata e che si ha la stima

Sn ≤ 2

n∑
k=0

2n ≤ 4.

(iv) Dimostrare che la successione Sn converge.

Proposizione 2. Dimostrare che se 0 < X < 1 e n ∈ N, allora

1− nX ≤ (1−X)n ≤ 1− nx +
n(n− 1)

2
X2.

Proposizione 3 (Definizione con le successioni). Per ogni n ∈ N, definiamo

an =

(
1 +

1

n

)n

e bn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

(i) Dimostrare che la successione (an)n∈N è monotona crescente.

(ii) Dimostrare che la successione (bn)n∈N è monotona decrescente.

(iii) Dimostrare che le successioni (an)n∈N e (bn)n∈N convergono e che

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

Proposizione 4. Per ogni n ∈ N, poniamo

an =

(
1 +

1

n

)n

e Sn =

n∑
k=0

1

k!
.

(i) Usando la formula di Newton

(1 + X)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
Xk =

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
Xk,

dimostrare che (
1 +

1

n

)n

= 1 +

n∑
k=1

 1

k!

k−1∏
j=0

(
1− j

n

) .

(ii) Dimostrare che
an ≤ Sn per ogni n ≥ 1.
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(iii) Dimostrare che, per ogni m > n, si ha

an ≥
(

1− m

n

)m
Sm

(iv) Dimostrare che (an)n≥1 converge e che

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

Sn.

Definiamo e = lim
n→∞

n∑
k=0

1

k!
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

.
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