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DERIVATE PARZIALI

Definizione 1. Sia Q un insieme aperto di R? e sia f : Q — R.
(i) Diciamo che la funzione f é derivabile nel punto x € Q, se esistono le derivate parziali

9, f(2) = Tim flrr, 2o, c;zi + Ry zq) — o1, 22,0y Tiy oo o, T4) 7
h—0 h
per ogni i = 1,...,d. Per le derivate parziali di f sono comunemente usate le sequenti notazioni:
of
O, f=0,f = D
z;
1l vettore con coordinate 0;f(x), i =1,...,d, é detto gradiente di f nel punto x

V(@) = (90, f (@), 0, f (@), 00, f(2), .., Oy f () € R
(i) Diciamo che funzione f é derivabile in €2, se lo é in ogni punto x € €.
(iii) Diciamo che la funzione f ¢ di classe C1, e scriviamo f € C1(Q), se f ¢ derivabile in Q e le sue derivate
parziali Oy, f, i =1,...,d, sono funzioni continue su ).
(iv) Diciamo che la funzione f ¢ di classe C?, e scriviamo f € C?(Q), se f € C*(); per ognii = 1,...,d le
funzioni O, f : 2 — R sono derivabili in Q e le derivate parziali Oy;0,, f sono funzioni continue su €2, per
ognii=1,....dej=1,...,d. '

Proposizione 2 (Operazioni algebriche con le derivate parziali). La somma e il prodotto di funzioni derivabili
sono funzioni derivabili. Inoltre, valgono le identita sequenti

Oi(u 4+ v) = du + dv e 0i(uv) = udiv + vo;u .
Esempio 3 (Derivabile in x = continua in x ?). Trovare una funzione f : R? — R derivabile in zero e tale che

f(()?O) = a:rf<0’ 0) = 8yf(0’ 0) =0,
che non sia continua in zero.
Teorema 4 (Funzioni con gradiente nullo). Sia Q C R? un insieme aperto connesso. Se f : Q@ — R ¢é una
funzione tale che
Op, f(x) =0 perogni x€Q edogni i=1,...,d,

allora f é costante in €.
Teorema 5 (Funzioni composte). Siano w C R™ e Q C R™ due insiemi aperti, xg € w un punto ¢ F : w — Q
eu:Q— R due funzioni tali che:

° F(l‘o) € Q;

e [ ¢ continua e derivabile in xq;

e ucCHQ).
Allora, la funzione composta

uoF:w—R

e derivabile in o e per ognit =1,...,d si ha

Oi(uo F)(x) = Zaju(F(x))&F](x)



DERIVATE PARZIALI SUCCESSIVE

Teorema 6 (Teorema di Schwarz). Siano Q un insieme aperto di R?, o € Q e f : Q — R una funzione
derivabile su Q e tale che 0;; f e 0j:f sono continue in xo. Allora

9ij f(xo) = 0ji f (20).
Dimostrazione: Supponiamo che d =2 e xg = (z,y). Per ogni h, k € R, consideriamo ’espressione
u(x+h,y+k)—ulx+hy) —ulx,y+k)+ulz,y).
Fissati y e k, la funzione
ft) =ult,y+k) —ult,y)
& derivabile in ¢ ed esiste A’ € (0, h) tale che
w(z +h,y+k) —uw(@+hy) —u(z,y+k) +uz,y) = flz+h) - f(z)

=hf'(x+n')

- h(@zu(x F Ly 4 k) — pulx + I, y)).
Utilizzando di nuovo il teorema di Lagrange, si ha

Opu(x + 1y + k) — dpu(x + 1, y) = kdyd,u(z + W',y + k'),

per un qualche k¥’ € (0,%). Quindi

(h,k)—(0,0) hk

= 0y0u(z,y).

Ora, fissiamo z e k e consideriamo la funzione
g9(s) = u(z + h,s) —u(z, s).
Ora, per ogni k, esiste k" € (0, k) tale che
w(@+h,y+ k) —u(@+hy) —u(z,y+k) +ulz,y) =gy +k) —gy)
=kg'(y+ k")
= k(ayu(x +h,y+ k") — Oyu(x,y + k”)).
Come sopra, esiste h”" € (0, h) tale che
Oyu(x + h,y + k") — Oyu(z,y + k") = hd,0pu(z + 1",y + k"),
Quindi, per la continuita di 9,0yu, si ha

i Y@ hy k) —ule+hy) —uly +F) ez, y)
(hyk)—(0,0) hk

= 0,0yu(zx,y).



DIFFERENZIABILITA E SVILUPPO DI TAYLOR

Teorema del differenziale

Definizione 7 (Funzione differenziabile). Siano Q un insieme aperto di R% e sia f : Q — R una funzione.
Diciamo che f é differenziabile nel punto x € (), se esiste una funzione lineare

d
a-x = E a;h;
i=1

tale che
f@+h) = f(z)+a-h+o(lh)). ()
Inoltre, se f ¢é differenziabile in x, allora f é anche derivabile in x e si ha che
Vi(x)=a.

In particolare, possiamo riscrivere (x) come
d
flz+h)=f(@)+ > hiif(z)+ o(|h]).
i=1

Proposizione 8 (Differenziabile = continua). Siano Q un insieme aperto di R? e sia f : Q@ — R una funzione.
Se f ¢ differenziabile nel punto x € §, allora f ¢ continua in z.

Teorema 9 (Teorema del differenziale). Siano Q un insieme aperto di R? e sia f : Q — R una funzione
derivabile in Q. Se le derivate parziali O;f : Q@ — R, i=1,...,d, sono continue in x, allora f ¢ differenziabile
m .

Dimostrazione: Siano d = 2, 1 =z, 23 = y e f = f(x,y). Allora, per ogni (h, k), esistono k' € (0,h) e
k' = (0, k) tali che

@+ hy+k) = fla,y) = (F@+hy+ k)~ f@+hy)+ (f@+hy) - fy)
=k, f(x+hy+k)+hd.flx+ 1 y).
Quindi
f@+hy+k)=f(x,y) = houf(2,y) + k Oy f(x,y)
=k (0, f@+hy+ k)= 0,f@y) +h (9uf(x+H.y) = 0.f(w,))

S (\/hQ n k2).

Differenziabilita delle funzioni composte R — R¢ — R

Teorema 10. Sia 0 = (01,02,...,04) : R? — R una funzione tale che le funzioni o; sono derivabili nel punto
t €R, per ogni j =1,...,d. Sia F : RY — R una funzione differenziabile nel punto o(t). Allora, si ha che la
funzione F oo : R — R ¢ derivabile in t e la sua derivata e data dal prodotto scalare

(Foo)(t)=d'(t)- VF(a(t)),

dove
oF OF OF
"(t) = (01(t), 05(t), ..., ou(t VF=|—,47—,...,9— |-
o) = (o0 0h(0) - ohlt)) (5o e )
Dimostrazione (dettagliata): Per ipotesi, o; ¢ differenziabile in ¢, per ogni j = 1,...,d. Quindi, si ha che
oj(t+h) = o;(t) + oj(t)h +€;(h),
g;(h)

dove la funzione ¢;(h) & o(h), cioe lim ]h = 0. Possiamo scrivere queste identita, come un’unica identita
h—0
vettoriale in R? nel modo seguente

o(t+h) = o(t) + o' (t)h + eo (),
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dove la funzione ¢, : R — R? ¢ tale che
e (h) = (ex(),ea(h) - ea(R)) = ot +B) — o(t) — o ().
In particolare, e,(h) = o(h) nel senso che

) BV N DL R e (O

h—0 h h—0 h

=0.

D’altra parte, siccome F' ¢ differenziabile in o(¢), si ha che
F(z+o(t) =F(o(t) + VF(o(t) -z +ep(z),
dove la funzione (scalare) ep(x) & o(|z|), cioe

o Jer@)]

=0 |z
Mettendo insieme le identita per o e per F', abbiamo
F(o(t+h))=F(o(t))+ VF(o(t)) - ( (t+h)— a(t)) +€ ( (t+h)— a(t))
=F(o(t))+ VF(o(t) - (o' (t)h+e5(h)) +ep(a(t+h) — o(t))
= F(o(t))+ VF(o(t) - o' (t)h+ VF(0(t)) - eo(h) + ep(o(t + h) — o(t)).
Quindi basta dimostrare che
(1) VFE(o(t) -es(h) +er (a(t +h)— U(t)) = o(h).

Infatti, abbiamo che

i F(0(®) o ()] lea (W] _ (1 , ) _

dove abbiamo usato la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz
[F'(0(t) - ea(h)] < [F'(a(t)l s (R)] -
Ora stimiamo il termine con ef.
t+h)—o(t — t+h)—o(t
i |5p(0( +h)—o( ))| — lim lo(t+ h) — o(t)] lim ‘&IF(O'( +h)—of ))’
h—0 |h h—0 |h| h—0 |o(t+h)—o(t)]
ler (U(t +h)— a(t))|
= |0’ ()] lim —
h=0 o(t+h) —o(t)]
In conclusione, usando la disuguaglianza triangolare, abbiamo che

i |VF(o(t)) eq(h) +ep(o(t+h) — cr(t))| < lim |F’(a(t)) -sg(h)| + lim |€F(a(t +h)— a(t))|
h—0 |h| T h—0 |h| h—0 |h‘

=0.

:07

che dimostra (1) e conclude la dimostrazione.

Derivate direzionali

Di conseguenza, prendendo o(t) = z + tv, otteniamo che se la funzione F : R? — R ¢ differenziabile nel punto
r € R? e se v € R? & un vettore fissato, allora esiste la derivata direzionale 9, F'(z), definita come

O F(z):=v-VF(z) = % t:OF(a: + tv).
Sviluppo di Taylor al secondo ordine

Teorema 11 (Teorema di Taylor - ordine 2). Siano Q un insieme aperto di R? e sia f : Q — R una funzione
in C%(2). Allora

d
f(.f):f(.’Eo)—FZ@lf(l‘o)(l'z— Zaz]f -'If'O fIf _fo)( _$0)+O(|J}—$0| )
i=1
Dimostrazione: Siano x = (21, 72,...,24) € Q e h = (hy, ha,...,hq) € RL Applicare il lemma seguente alla

funzione F(t) = f(x + th).



5

Lemma 12. Sianoe > 0 e F : (—¢,1 4+ ¢) — R una funzione derivabile due volte in (—e,1 + €) con derivata
seconda continua. Allora, esiste 6 € [0,1] tale che

F(1) = F(0) + F'(0) + %F”(O) +(1=0)(F"(6) - F"(0)).

Dimostrazione: Considerare la funzione

f@):=F(t)—F0)+ (1 -t)F'(t).

DOMANDE

= e e N~ o~ o~ o~ o~~~ —

Py

(14)

Funzione derivabile (in un punto, in un aperto) - definizione
Funzione differenziabile (in un punto, in un aperto) - definizone
Sia f : 2 — R una funzione derivabile in x € €. E vero che f & anche continua in x?7 Perché?
Sia f : 2 — R una funzione differenziabile in z € . E vero che f & anche continua in x? Perché?
Enunciare e dimostrare il Teorema di Taylor al secondo ordine (in una dimensione d qualsiasi).
E vero che la funzione f (z,y) = e*¥ & differenziabile in zero? Perché?
Scrivere lo sviluppo al secondo ordine in zero delle funzioni f(z,y) = e*¥~Y e f(x,y) = e*5nY,
Enunciare e dimostrare il teorema del differenziale.
E vero che ogni funzione derivabile in zero e anche differenziabile in zero?
E vero che se f & una funzione derivabile in un intorno dello zero, allora & anche differenziabile in zero?
Calcolare le derivate parziali seconde della funzione f(x,y) = e sin(xy).
Enunciare e dimostrare il teorema di Schwarz.
Considerare la funzione
sin(zy) se y 20,
fla,y) = y
T se y=0.

Dire se ¢ vero che :

e f & continua in zero;

e f & derivabile in zero;

e f e differenziabile in zero.
Calcolare le derivate parziali di f e dire se 0, f e 0, f sono continue in zero.
Sia f : R? — R una funzione derivabile in un intorno dello zero e differenziabile in zero. E vero che le
derivate parziali 0, f e 0, f sono continue in zero?



ESERCIZI

Esercizio 13. Sia f : R — R una funzione derivabile tale che
f't)=0 wperogni t+#0.
Dimostrare che f'(0) = 0.
Esercizio 14. Dire se esiste una funzione derivabile f : R — R tale che f'(0) =0 e f'(t) = 1, per ogni t > 0.
Esercizio 15. Sia f: R? — R una funzione derivabile su R? e tale che Vf ¢ della forma
Vi(z,y) = (a(x,y),O) per ogni  (x,y) € R2.
Dimostrare che f é della forma
fla,y) = g(a) per ogni (z,y) € R,
Esercizio 16. Dire se esiste una funzione derivabile f : R2 — R tale che
Vi(z,y) = (:E —|—y2,0) per ogni  (x,y) € R2.
Esercizio 17. Dire se esiste una funzione derivabile f : R? — R tale che
Vf(x,y) = (my, 1) per ogni (x,7y) € R%.
Esercizio 18. Trovare una funzione f : R? — R tale che
Vf(z,y) = (1,0) perogni (z,y) € R%
Esercizio 19. Trovare una funzione f : R? — R tale che
Vi(x,y) = (O,y) per ogni (x,y) € R?.
Esercizio 20. Trovare una funzione f : R? — R tale che
Vi(x,y) = (x,y) per ogni (z,y) € R
Esercizio 21. Trovare una funzione f : R? — R tale che
Vi(z,y) = (y,x) per ogni (z,y) € R%
Esercizio 22. Trovare una funzione f : R? — R tale che
Vf(x,y) = (xz,y2) per ogni (x,y) € R2.
Esercizio 23. Trovare una funzione f : R? — R tale che
Vf(z,y) = (y2,x2) per ogni (x,7y) € R?.
Esercizio 24. Sia f : R? — R una funzione derivabile su R? e tale che Vf ¢ della forma
Vi(x,y) = (a(a:,y),O) per ogni  (x,y) € R%.
Dimostrare che la funzione o non dipende da y.

Esercizio 25. Sia f : R? — R una funzione continua e derivabile su R2. Supponiamo che esiste una funzione
g:R? = R tale che

Vi(xy) =gl,y)(—y,x) perogni (x,y) € R%.
Dimostrare che la funzione f & costante.

Esercizio 26 (L’esercizio precedente senza l'ipotesi di continuita). Sia f : R? — R una funzione derivabile su
R? e sia g : RZ = R una funzione tale che

Vi(xy) =gle,y)(—y,x) perogni (x,y) € R%
E vero che f deve essere costante?
Esercizio 27. Sia f : R?2 = R una funzione derivabile su R? e sia g : R> — R una funzione tale che
Vi(x,y) =g(z,y) (m,y) per ogni (x,y) € R?.
Dimostrare che f & costante su ogni circonferenza
OBr = {(z,y) e R?* : 2° +y* = R*}.



Esercizio 28. Dire se esiste una funzione derivabile f : R2 — R tale che
Vi(x,y) = (172 + Zyz)(:c,y) per ogni  (x,y) € R2.

Esercizio 29. Dire se esistono due funzioni derivabili f : R2 = R e g : R? — R tali che

Vf=Vg su R*\{(0,0)},

{Vf<o,0) # Vg(0,0).
Esercizio 30. Dire se esistono due funzioni derivabili f : R2 =R e g : R? — R tali che
{Vf =Vg su R?\ {(x,y) eER? : y= O},
Vf#Vg su {(z,y) eR? : y=0}.

Esercizio 31. Dire se esistono due funzioni derivabili f : R2 = R e g : R? = R tali che

{Vf =Vg su R?\ 0By,

Vf#Vg su 0Bj.

Esercizio 32. Sia
X = {(x,y) eR? : =0 oppure yzO}.

Dire se esistono due funzioni derivabili f : R? -+ R e g : R?2 — R tali che

Vf=Vg su R%\X,
Vf#Vg su X.

Esercizio 33. Siano f:R? = R e g: R? = R due funzioni derivabili tali che
Viz,y) = alz,y)Vy(z,y),

per una qualche funzione o : R? — R. E vero che f = costante x g ?



MASSIMI E MINIMI LOCALI - DIMENSIONE UNO

Definizione

Definizione 34. Siano K un insieme di R® e xg € K.
e Diciamo che la funzione f: K — R ha un minimo (globale) in xq se

fzo) < f(z) perogni =€ K.
e Diciamo che la funzione f: K — R ha un massimo (globale) in zq se
f(xo) > f(z) per ogni z € K.
e  Diciamo che la funzione f : K — R ha un minimo locale in xq se esiste r > 0 tale che
f(xo) < f(z) per ogni x € KN B(x0).
e Diciamo che la funzione f: K — R ha un massimo locale in x( se esiste r > 0 tale che
f(zo) = f(x) per ogni x € K N B(x0).

Esempio 35. e La funzione f : R?Y — R, f(x) = |x| ha un minimo globale in 0.
e La funzione f : R? = R, f(x,y) = 2% +4? ha un minimo globale in 0.
e La funzione f:R? = R, f(x) = e~1e1” ha un minimo globale in 0.

Massimi e minimi locali in dimensione 1

Proposizione 36. Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile in (a,b).
(i) Se f ha un massimo locale nel punto t € (a,b), allora f'(t) = 0.
(i) Se f ha un minimo locale nel punto t € (a,b), allora f'(t) = 0.

Proposizione 37 (Condizione necessaria negli estremi). Sia f : [a,b] = R una funzione derivabile in b nel
senso che esiste ed & finito il limite

iy F(#) = f(b)
HOES tlgl?, t—>b

(i) Se f :[a,b] = R ha un massimo locale in b, allora f'(b) > 0.
(ii) Se f:[a,b] = R ha un minimo locale in b, allora f'(b) < 0.

(derivata sinistra in b).

Esempio 38. La funzione f : [~2,1] — R, f(t) = t> ha un massimo locale in t = 1. Calcolare f'(1).

Esempio 39. La funzione f : [—50,3] = R, f(t) =1 — (t — 3)? ha un massimo locale in t = 3.
Calcolare f'(3).

Proposizione 40 (Condizione sufficiente negli estremi). Sia f : [a,b] — R una funzione derivabile in b (cioé
esiste la derivata sinistra in b)

(i) Se f'(b) >0, allora f : [a,b] = R ha un massimo locale in b.

(ii) Se f'(b) <0, allora f :[a,b] = R ha un minimo locale in b.
Proposizione 41 (Condizione al secondo ordine - condizione necessaria).
Sia f: (a,b) = R una funzione derivabile in (a,b).

(i) Se f ha un massimo locale ed é derivabile due volte nel punto t € (a,b), allora

FH=0 ¢ f'@)>0.

(i) Se f ha un minimo locale ed é derivabile due volte nel punto t € (a,b), allora
flt)=0 e f'(t)<o0.
Proposizione 42 (Condizione al secondo ordine - condizione sufficiente).
Sia f: (a,b) = R una funzione derivabile in (a,b).
(i) Se f ¢ derivabile due volte in t € (a,b) e
fle)=0 e f'(t) >0,

allora f ha un massimo locale in t.



(ii) Se f é derivabile due volte int € (a,b) e

allora f ha un minimo locale in t.

Esercizio 43. Sia f : R — R una funzione derivabile due volte in R. Sia [a,b] un intervallo chiuso e limitato.
Quale delle sequenti condizioni garantisce l’esistenza di un massimo locale della funzione f : [a,b] — R nel
punto b?

(1) f'(b) >0 e f"(b) <0
(2) f'(b) >0 e f"(b) >0
(3) f'(b) =0 e f"(b) < 0;
(4) f'(b) =0 e f"(b) > 0
(5) f'(b) <0 e f"(b) <0
(6) f'(b) <0 e f'(b) >0
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MASSIMI E MINIMI LOCALI - CONDIZIONI AL PRIMO ORDINE

Massimi, minimi e gradiente in dimensione d > 2

Teorema 44 (Condizione necessaria al primo ordine).
Sia Q un aperto di R? e sia f : Q — R una funzione derivabile in .

(i) Se f ha un massimo locale nel punto x € Q, allora V f(x) = 0.
(i) Se f ha un minimo locale nel punto x € , allora V f(x) = 0.

Massimi, minimi sul bordo di un insieme regolare

Esercizio 45. Sia f : R? — R una funzione di classe C* (I’ipotesi non ¢é ottimale). Sia S = {(x,y) € R?
y < 0}. Dimostrare che se la funzione f : S — R ha un massimo locale nel punto (x,0), allora

Oy f(z,0) >0 e Oz f(x,0) =0.

Esercizio 46. Sia f : R? — R una funzione di classe C* (I'ipotesi non ¢é ottimale). Sia S = {(x,y) € R?
y < 0}. Supponiamo che il punto (0,0) sia tale che

0y f(0,0) >0 e 0. f(0,0) > 0.
E vero che (0,0) deve essere un punto di massimo per f : S — R ?

Esercizio 47. Sia f : R? — R una funzione di classe C' (I'ipotesi non ¢ ottimale). Sia S = {(z,y) € R?
y < 0}. Supponiamo che il punto (0,0) sia tale che

0y, f(0,0) >0 e 0. f(0,0) = 0.
E vero che (0,0) deve essere un punto di massimo per f: S — R ?

Esercizio 48. Sia f : R? — R una funzione di classe C* (I’ipotesi non ¢ ottimale). Sia By = {(z,y) € R?
2?2 +y? < 0}. Dimostrare che:

(1) se la funzione f: S — R ha un massimo locale nel punto (0, 1), allora
0,f(1,00>0 e  09,f(1,0)=0;
(2) se la funzione f: S — R ha un massimo locale nel punto (1,0), allora
9. f(1,0) =0 e 0yf(1,0)=0;
(3) se la funzione f: S — R ha un massimo locale nel punto A := («, ) € By, allora
ady f(A) + B0y f(B) 20 e — B0 f(A)+ad,f(4)=0.

Proposizione 49. Sia f : R? — R una funzione di classe C*(R?). Sian: R — R una funzione di classe C*(R)
e sia S insieme (detto sottografico din)

S={(x,y) eR?* : y <n(x)}.
Dimostrare che se la funzione f: S — R ha un massimo locale nel punto A = (a,n(a)) € S, allora
9o f(A) +1'(a)dy f(A) = 0;
—1' ()0 f(A) + 9, f(A) > 0.

Il vettore 7 = (1,7/(c)) si dice tangente al grafico della funzione  nel punto (a,7(c)).

Il vettore n = ( —n/(a), 1) si dice normale (uscente da S) al grafico della funzione 7 nel punto («,7(c)).

Nella dimostrazione della proposizione 49 e utile il lemma seguente.

Lemma 50. Sia f : R? — R una funzione di classe C*(R?). Sian: R — R una funzione di classe C*(R) e sia
x € R. Consideriamo la retta
o) = (z,n(x) +t(—n'(),1), teR.
Allora esiste € > 0 tale che:
o o(t) € {(z,y) €R? : y>n(x)}, per ogni t € (0,¢);
e o(t) € {(z,y) e R? : y<n(x)}, per ogni t € (—¢,0).



11

Massimi e minimi sul bordo di insiemi non lisci

Esercizio 51. Sia f : R? — R una funzione di classe C'. Sia S = {(x,y) € R? : 2 <0, y < 0}. Dimostrare
che se la funzione f: S — R ha un massimo locale nel punto (0,0), allora
Oy f(x,0) >0 e 0z f(x,0) > 0.

Esercizio 52. Sia f : R? — R una funzione di classe C*. Sia S = {(x,y) € R? : 2 <0, y < 0}. Dimostrare
che se

Oy f(z,0) >0 e Oz f(z,0) > 0,
allora la funzione f: S — R ha un massimo locale nel punto (0,0).
Soluzione:
e Dimostrare che la funzione
¢ continua.
e Dimostrare che 'insieme S N dB; ¢ chiuso.

e Dedurre che u ha un minimo m strettamente positivo su S N 0B;.
e Dimostrare (usando il teorema di largange per la funzione ¢ — f(tz,ty)) che per ogni (x,y) € S si ha

f(@,y) = £(0,0) —m|(z,y)| + o(|(z,y)])-
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MASSIMI E MINIMI LOCALI - CONDIZIONI AL SECONDO ORDINE

Condizione necessaria al secondo ordine

Definizione 53. Siano Q un aperto di R, f: Q — R una funzione derivabile due volte in Q, e x € Q.
e Diciamo che D?f(z) >0, se

d
Z hih;joi;f(x) >0 per ogni h=(hy,...,hq) € R
ig=1
e Diciamo che D?f(x) > 0, se

d
> hihoijf(x) >0 perogni h=(h1,...,ha) ER, h#0.

ij=1
e Diciamo che D*f(x) <0, se

d
Z hihj0i;f(x) <0 per ogni h=(h1,...,hg) € R%

ij=1
e Diciamo che D?f(z) <0, se

d
> hih;0;f(x) <0 perogni  h=(h1,...,ha) R, h#O.
ij=1
Teorema 54 (Massimi e minimi locali - condizioni necessarie).
Sia Q un aperto di R? e sia f: Q — R una funzione in C?(£).
(i) Se f ha un massimo locale nel punto x € Q, allora
Vf(x)=0 e D*f(z) <0.

(In particolare, O;; f(x) > 0 per ognii=1,...,d.)
(i) Se f ha un minimo locale nel punto x € Q, allora

Vfz)=0 e  D*f(z)>0.
(In particolare, Oy f(x) <0 per ognii =1,...,d.)
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Condizioni sufficienti al secondo ordine
Esercizio 55 (Due direzioni non bastano). Trovare una funzione f : R? — R tale che:
o f:R%2 = R non ha un minimo locale in zero.
Teorema 56 (Massimi e minimi locali - condizioni sufficienti).
Sia Q un aperto di R% e sia f : Q — R una funzione in C%(Q).
(i) Se
Vf(x)=0 e D*f(z) > 0,
allora f ha un minimo locale nel punto x € Q).
(ii) Se
Vf(x)=0 € D?f(x) <0,
allora f ha un massimo locale nel punto x € €.
Teorema 57 (Il caso d = 2). Siano Q un aperto di R?, (z,y) € R? e f : Q — R una funzione in C*(Q). Allora
(i) D?f(z,y) >0 se e solo se
azzf(may) >0, 8yyf(xvy) >0 e 8mcf(1'ay)8yyf(l'vy) - 3myf($»y)3yzf($,y) >0.
(ii) D%f(z,y) > 0 se e solo se
Ozaf(2,y) >0, ayyf(xay) >0 e 3mf(937y)3yyf(9€7y) - awyf(x,y)aymf(x7y) >0.
(iii) D?f(z,y) <0 se e solo se
azzf(may) <0, 8yyf(xvy) <0 e 5'mf(fﬂ,y)5'yyf($7y) - 3myf($»y)3yzf($,y) >0.
(iv) D?f(z,y) <0 se e solo se

Ozzf(2,y) <0, ayyf(xay) <0 e amwf(xvy)ayyf(x7y) - awuf(x,y)auwf(x7y) >0.
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MASSIMI E MINIMI LOCALI - ESERCIZI

Esercizio 58. Sia f : R? — R una funzione di classe C?. Sia D C R? I’insieme [0,1] x [0,1] e sia A il punto
(Lyo) con 0 < yg < 1. Se A é un punto di massimo locale per f in D, allora (fra le sequenti, selezionare le
condizioni necessarie):

(a) Oz f(A) :0,
(b) 9y f(A) =0;
(c) Vf )
(d) Vf(A
(e) VI(A) L (1,
(f) v ) (0
(h) By f(A )SO

(i) D*f(A ) <0.
Esercizio 59. Sia f : R? — R una funzione di classe C*. Sia D C R? l’insieme [0,1] x [0,1] e sia A il punto

(1,y0) con 0 < yo < 1. Quali delle condizioni sequenti garantiscono che A sia un punto di massimo locale per
finD?

/\/\/\/\

(a) yf(A)=0 e 02f(A) <0;

(b) VF(A) =0, 97f(A) <0 e 9;f(A) <0;
(c) 0f(A) =0, 0,f(A)>0 e 9)f(A) <0;
(d) 0:f(A) >0, 9,f(A)=0 e 0;f(A) <0;
(¢) 0. f(A) =0, 0,f(A)>0 e 0;f(A) <0;
(f) 0 f(A) >0, 9,f(A) =0 e 9Zf(A) <0;

(9) VF(A)=0 e D2f(A) <O0.

Esercizio 60. Sia f : R? — R una funzione di classe C?. Sia D C R? l’insieme [0, 1] x [0,1] e sia B il punto
(1,1). Quali delle condizioni sequenti garantiscono che B sia un punto di massimo locale per f in D?
(a) Vf(A)= 0 . D2f(A) <0;

(b) VF(A)=0, D*f(A)>0;

(¢) Duf(A) >0, 9,f(A)>0 e D*f(A)>0

(d) 0:f(A) >0, 9,f(A)>0 e D*f(A) <0

(e) O f(A) > 0 , Oyf(A)>0 e 8§f(A) <0

(f) 0:f(A) >0, 9,f(A)>0 e I7f(A)<0;

(9) 0f(A) =0, 9,f(A)=0, 02f(A)<0e 2f(A)<O0.

Esercizio 61. Sia f : R? — R una funzione di classe C? e sia A = (a,3) € OBy un punto con coordinate

a>0efB>0. SeAéun punto di massimo locale per f in By, allora (fra le sequenti, selezionare le condizioni
necessarie):

(a) Vf(A)=0;

(b) (a,p)-Vf(A)=0

(¢) (a,p)-Vf(A) >0 ;

(d) (=B,)-V[f(A) =0 ;

(¢) (=p,a)-Vf(A)=0;

(f) D*f(A) <0;

(9) 02050 f(A) + 20y, f(A) + 2050:, f(A) < 0;
(h) B20u f(A) + 0?0y, f(A) — 2080, f(A) <0

Esercizio 62. Sia f : R?> — R una funzione di classe C%. Quali delle condizioni sequenti garantiscono che il
punto A = (a, 8) € OBy, dove a >0 e 8> 0, sia un punto di massimo locale per f in By ?

(a) (a,ﬁ) : Vf(A) =0, D*f(A)<0;

(b) Vf(A D2f(A) <0;

(c) (a, B) ( ) >0, (=B,a) Vf(A)=0, D*f(A) <0;

(d) (a, B)-Vf(A) >0, (=B,a) V[f(A) =0, 0:xf(A) <0, 9y,f(A) <O;

(e) (@, 8) - Vf(A) >0, (=B,a) Vf(A) =0, a®0uf(A)+ B2y, f(A) + 2088, f(A) <0
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(f) (a,)-Vf(A) >0, (=B,a) - Vf(A) =0, B20:.f(A)+ a?dy,f(A) — 2080, f(A) < 0.

Esercizio 63. Sia f : R2 = R una funzione di classe C?. Sia D l'insieme
1
D := {(m,y) oy < 23:2}
1

e sia A = (a, §a2) € 0D. Se A ¢ un punto di massimo locale per f in By, allora (fra le sequenti, selezionare le

condizioni necessarie):

(a) Vf(A)=0;
(b) (1) - Vf(A) =

INIV Il oo
co o~ -

(l) a:mcf(A) <0 e ayyf(A) <0y
(G) Oux f(A) + a20yy f(A) 4+ 200, f(A) < 0;
(k) 020, f(A) + Dy f(A) — 2004, f(A) < 0

A~ —
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TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA

Teorema 64 (Teorema della funzione implicita in dimensione due). Sia Q un aperto di R? che contiene l’origine
(0,0) e sia u: Q — R una funzione in C*(2) tale che

u(0,0) =0 e 0,u(0,0) # 0.

Allora esistono g9 > 0, §g > 0 e una funzione h : (—eg,e0) = (—0g, o), derivabile con continuita in (—eg,e9) €
tale che h(0) = 0. Inoltre, il grafico di h coincide con insieme di livello

N = {(.9) € (=20.20) x (=00,00) : ulz,y) =0},
cioé, se (x,y) € (—eo,€0) X (=dp,00), allora
(z,y) € Ny se e solo se y=h(x).

Teorema 65 (Teorema della funzione implicita in dimensione d > 2). Sia Q un aperto di R? che contiene
Uorigine e sia u: Q — R una funzione in C1(Q) tale che

u(0) =0 e 0;u(0) # 0.
Allora esistono o > 0, 69 > 0 e una funzione h; : B, — (—0d0,00), derivabile con continuita in By, , dove B;
¢ la palla di raggio ro e centro 0 in R4=1. Inoltre, h;(0) = 0 ed il grafico di h;
r= {(z’,zi) € B, x (=00,00) : x = hi(sc’)}
coincide con l'insteme di livello

Ny = {(m’,xi) € By, x (=00,00) : u(z',z;) = }
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TEOREMA DEI MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Teorema 66 (Teorema dei moltiplicatori di Lagrange). Sia  un aperto di R? e siano f: Q@ —Reg: Q=R
due funzioni in C1(2). Sia Ny Uinsieme

N:{meﬁz g(x):O}.

Se x € Ny é un punto di massimo (o minimo) per la funzione f sull’insieme Ny, allora é vera una delle
affermazioni sequenti :

(a) Vg(z) = 0;
(b) esiste A € R tale che V f(z) — AVg(z) = 0.

Esercizio 67. Dimostrare che per ogni x,y,z € R si ha

[2? 4 y2 + 22 Srty+e
3 - 3 ’

Esercizio 68. Trovare i massimi delle funzioni
1 1 1
f(x,y7z)=xyz, g(xvyvz):;—’_;—i_; e h(&y,z)zmy—i—yz—&—zx

sulla sfera
0B; = {(x,y,z) ER? 2 +y? 422 = 1}.
Esercizio 69. Per ogni a > 0 ed ogni b > 0, consideriamo il rettangolo
Rap = [0,a] x [0, 5]
1l perimetro e l’area di Rqp sono rispettivamente
Per (Rap) = 2a + 2b e Area (Rgap) = ab .

Sia P > 0. Fra tutti ¢ rettangoli di perimetro P trovare quello con area piu grande.



