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Teorema della funzione inversa

Funzioni continue e monotone

Lemma 1. Sia (a,b) un intervallo aperto di R e sia ¢ € (a,b). Siano f : (a,¢) > R eg: (¢,b) > R
due funzioni tali che esistono e sono finiti e uguali © limiti

liLn f(x)=1L e lim g(x) = L.
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Sia F : (a,b) = R la funzione definita come

Allora F é continua in c.

Proposizione 2. Siano (a,b) e (A, B) due intervalli aperti di R e sia f : (a,b) — (A, B) une funzione
monotona e surgettiva (per ogni y € (A, B) esiste © € (a,b) tale che f(x) =y). Allora f é continua.

Derivate e funzioni monotone

Teorema 3 (Teorema di Lagrange - richiamo). Sia (a,b) un intervallo aperto di R e sia f : (a,b) - R
una funzione derivabile su (a,b). Per ogni coppia di punti diversi x < y in (a,b), esiste un punto

z € (z,y) tale che f'(z) = f(y;:;j(az)

Teorema 4. Sia (a,b) un intervallo aperto di R e sia f : (a,b) = R una funzione derivabile in (a,b).
Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) f'(x) >0 per ogni x € (a,b);
(ii) f é monotona crescente in (a,b).

Teorema 5. Sia (a,b) un intervallo aperto di R e sia f : (a,b) — R una funzione derivabile in (a,b).
Allora, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) f'(z) <0 per ogni x € (a,b);
(ii) f é monotona decrescente in (a,b).

Teorema 6. Sia (a,b) un intervallo aperto di R e sia f : (a,b) — R una funzione derivabile in (a,b).
Se wvale

(i) f'(x) >0 per ogni z € (a,b),
allora si ha che
(ii) f é strettamente crescente in (a,b).

Teorema 7. Sia (a,b) un intervallo aperto di R e sia f : (a,b) — R una funzione derivabile in (a,b).
Se wvale

(i) f'(x) <0 per ogni z € (a,b),
allora si ha che

(ii) f é strettamente decrescente in (a,b).




Teorema della funzione inversa

Teorema 8. Siano (a,b) e (A, B) due intervalli aperti e sia f : (a,b) — (A, B) una funzione tale che:
(a) f & derivabile su (a,b) e f'(x) > 0 per ogni x € (a,b);
(b) lim f(z)=A e lnr})f(x) = B.
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Allora, f ¢ bigettiva ed esiste una (unica) funzione f=1: (A, B) — (a,b) tale che:
(1) f(f~'(y)) =y per ogniy € (A, B);

(2) 17 (f(@)) = per ogni = € (a,b);

(3) f=1 ¢ derivabile su (A, B) e

(f_l),(y) = f’(f—ll(y)) per ogni y € (A, B).

Teorema 9. La funzione esponenziale reale f(x) =e*, f: (—oo,4+00) = (0,400) € bigettiva. La sua
inversa f~1: (0,4+00) = R, f(z) = Inx, detta logaritmo naturale, ha le proprietd sequenti:

1
(i) In'(z) =  per ogni x>0 ;
(ii) In(xy) =lnx+1Iny per ogni x,y >0 ;
1
(iii) In <> = —Inz per ogni x > 0.
x

Teorema 10. La funzione sin : [—g, g} — [=1,1] é bigettiva. La sua inversa é arcsinx. Inoltre

arcsin’ () per ogni  x € (—1,1).

1
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Teorema 11. La funzione cos: [0, 7] — [—1,1] é bigettiva. La sua inversa é arccosx. Inoltre

-1
arccos (r) = —— perogni x € (—1,1).
() Vi (=1,1)
Teorema 12. La funzione tan : (—g, g) — (=00, +00) é bigettiva. La sua inversa é arctanz.
Inoltre, si ha che
1
arctan’(z) = a2 Per ogni x € R.




Esercizi

Esercizio 13. Derivare le funzioni sequenti

Esercizio 14. Trovare la funzione inversa e scrivere la sua derivata.
(1) f:R=]1,+oc], f(z)=e"+1;
(2) f:R =13, +oc[, f(x)=e**+3;

(3) f:R—=]1,+00[, f(x)=e ™ +1.
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Esercizio 15. Provare che la funzione f : (0,400) — (1,+00), f(z) = %

la derivata della funzione inversa f=1.

Esercizio 16. Derivare le funzioni sequenti
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e bigettiva e calcolare



Esercizio 17. Derivare le funzioni sequenti

(arcsin(zx)) = (arccos(z))” =
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Esercizio 18. Trovare la funzione inversa di f e scrivere la sua derivata.

(1) £:(0.5) = (1, 400), fl@)= =

sinz’

1

@) 1:(03) + (34%) + 160 = remrr



