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Teorema di Schauder per soluzioni di problemi ellittici in forma divergenza

1. INTRODUZIONE

Setting. Siano Q un aperto in R?, f € L'(Q) e F : © — R? un campo vettoriale continuo su €2, o piu in
generale in L?(Q;R?). Ricordiamo che una funzione « € H'(£2) & una soluzione debole del problema

—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
se
/ Vu - A(z)[Vv] do = / f(z)vdx — / F(z)-Vovdz per ogni ve Hi(Q),
dove la matriceQ ’ ’
an(z) ... apq(x)
Al) = :
ag1(z) ... agd(x)
& una matrice a coefficienti variabili con le seguenti proprieta:
e i coefficienti di A sono funzioni Holder continue:
ai; € C%*(Q) per ogni coppia di indici 1<14,5 <d.
e A ¢ simmetrica:
aij; =aj; - Q=R per 1<4,5<d,
e A ¢ uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, ovvero esistono costanti 0 < ¢ < C' tali che

cld < A(z) < CId perogni z €.

Teorema 1 (C1 Schauder all'interno). Sia 2 un aperto di R%. Sia u € H'(Q) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,

dove:

e A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, con coefficienti Hélder.
o f € LP(Q) per un qualche p > d.
o F e C(Q;RY), per un qualche a > 0.

Allora, esiste a > 0 tale che u € CH*(Q).

2. RISULTATI PRELIMINARI

Continuita Lipschitz. Sappiamo gia che la soluzione u € Lipschitz continua in €.
Cambio delle variabili. Per ogni zg € (Q, esiste una matrice simmetrica B € S4(R) che dipende da zg
(scriveremo anche B,, al posto di B) ed & tale che
By Ay Bz, = 1d.
La funzione
v(y) = u(Bg,'y)
e soluzione di B
—div(AVv) =g +divG in B, (Q),
dove g, g € G hanno le proprieta seguenti:
e A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica, a coefficienti variabili e con coefficienti in C™®.
A(z) = By, A(B;,'z)B,, perogni z € B(Q);
A(yo) =Id  dove  yo = Ba,lzo] -
e g ¢ una funzione in LP(B(f2))



e Il campo G & C*” su B(Q2) per un qualche 3 > 0 universale (ovvero che non dipende dal punto ) ed
e tale che:
F(z) = Byy[G(Bgox)] per ogni x € S

Quasi-minimalita. Dato un insieme aperto
w €
esiste un raggio universale p > 0 tale che per ogni xop € w ed ogni R € (0, p) si ha che

][ |V(U—h)|2da:‘ <4C4R” f ‘V’U|2dl’-i-4(CdHf”Lp(Q)Rl—Gl/P_l,_C'FRﬁ)7
Br(zo) Br(z0)
dove h ¢ la funzione armonica
Ah =0 in Bg(xo), h=v su 0Bg(zo).
Possiamo assumere che esistono due costanti

C>0 e a€(0,1)

che dipendono da 2 e p e sono tali che
][ |V(v—h)]*de < CR™.
Br(zo)
Blow-up e differenziabilita. Per ogni r > 0 consideriamo la funzione
vp(x) == —v(zr).
r

Per ogni successione r,, — 0 ammette una sottosuccessione (r,,), tale che

Up,, : Br - R
converge uniformemente e fortemente in H!(Bg) ad una qualche funzione lineare

v : Bp = R.

Ogni funzione ottenuta in questo modo si dice blow-up di v in 0.

ForMULA DI WEISS E DISUGUAGLIANZA EPIPERIMETRICA

In questa sezione useremo la formula di Weiss e la disuguaglianza epiperimetrica per ottenere informazione
sulla convergenza della successioni di blow-up v,.. Useremo le seguenti proprieta di v,

e quasi-minimalita:
/ [Vu,|dx < / |Vh,|?dz 4+ Cr® per ogni 7€ (0,R),
By By

dove h, ¢ la funzione armonica in By con dato al bordo v,;
e la convergenza forte-H'(B;) delle successioni di blow-up v, ;
e il fatto che i blow-up sono minimi (nel nostro caso che sono funzioni armoniche).

2.1. La formula di Weiss e la quasi-minimalita.

Lemma 2. Per ognir € (0, R) abbiamo

0] _
aW(m > —dCro~!.
Dimostrazione. Segue direttamente dalla formula di Weiss e la quasi-minimalita di v. g

In particolare, esiste il limite
lim W (v,)
r—0
Inoltre, se per una successione v, — 0 si ha che
Ur,, — Vg in Hl(Bl),
dove vy € un qualsiasi blow-up di v in 0, allora abbiamo anche

}1_1)1(13 W (v,) = nEIEoo W (v,,) = W(vg).



Ora, siccome i blow-up sono lineari,
W(vg) =0
e quindi
}Lr% W(v,) = 0.

Di conseguenza,

(1) W(v,) > —Ero‘ per ogni 1 € (0, R).
!

2.2. Formula di Weiss, quasi-minimalita e disuguaglianza epiperimetrica. Usando la formula di Weiss,
la quasi-minimalita e la disuguaglianza epiperimetrica per ’energia W, abbiamo

%W(UT) - g<W(ZT) B W(”T)) + 71“/331 |- Vu, — up|? dH " (z)
= g(vf(_h;) - W(Ur)) + i/{)Bl |z - V. — up |2 dHI ()
> %Z(w — W(vﬁ) + % /8131 |z Vu, — uy|? dﬂdﬂ(w)
> S (W) - o) + 71,/63 @ Vi, — 2 dH (a),

per ogni

ee |0 L
d+1/)

Scegliendo e abbastanza piccolo, possiamo supporre che

«a
—de < =
Y € 9
e dividendo per -, otteniamo
o (W(v.) dC 1 9 o rde1
(2) or ( Y + v H) = rity /aBl o - Veor = e 41" )

Come conseguenza, otteniamo:

Lemma 3. La funzione

iy (B 2€,0)

rY ol
é non-decrescente su (0, R]. Inoltre, da (1) segue che
e(r) >0 perogni re€(0,R)].
Lemma 4.

R
1 _
/0 m/aB @ - Vo, — v, [2dHI (@) dr < e(R).

Dimostrazione. Usando (2) e la positivita di e abbiamo

R
/ 7“1% / |z - Vo, — vr|2 d’l—ld_l(x) dr = e(R) — e(s) < e(R),
S 6B1

per ogni s > 0. Passando al limite per s — 0, abbiamo la tesi. O

Lemma 5.

C
[lve — USH%2(831 < TRW per ogni 0<s<t<R.



4

Dimostrazione. Per ogni fissato 2 € R? calcoliamo

o) - wl < [ |2 (Feeo)| ar

/tl
=/

Integrando sulla sfera dB;, otteniamo

x - Vou(re) — 111(7"x)

t
1
dr = - 'vr - Yr dr.
. r /57“|I vp(x) — v ()| dr

2

/831 o) = ()P ) < N ( / L) (e dr) aH (z)

;
< t o d tq v 2 ) dpdt
_/331 /s’"l’” ' /SMTW* v (@) —or ()| dr (z)
2 t
S%/ / [ Von(e) — e (@) dr i (@), 0
OBy Js

3. DIFFERENZIABILITA DI & E CONTINUITA DEL GRADIENTE

Proposizione 6. Per ogni L > 0 esistono § >0 e C' > 0 tali che se
p: B =R e Y: By — R
sono due funzioni L-Lipschitziane e tali che
I = ¥llLi(s,) <9,
allora .
e = ¥llLoo(my) < Cllp — W;,TEBO-
Di conseguenza, abbiamo

Teorema 7. Sia u la soluzione del problema del Teorema 1. Allora, per ogni compatto K C Q esistono un
raggio R > 0 e due costanti C > 0 ey > 0 con la sequente proprieta: per ogni xg € K esiste un’unica funzione
lineare
Ly R =R
tale che
u(zo + rz) — u(zo)
r

— Ly, (x) < Cr? perogni re (0,R).

L (B1)

In particolare, u é differenziabile in xq. Inoltre, il gradiente
Vu:K— R?
e una funzione Holderiana.
Dimostrazione. Unicita del blow-up. Siano zp € K e B,, la matrice simmetrica tale che
By, Ay By, = Id.

Siano @(z) := u(x + o) — u(xo) € v := wo B, . Per i risultati della sezione precedente, esistono due costanti
C, R che dipendono da IC, 2, A, f ed F tali che

llvi —vsllp2om,) <7 perogni 0<s<t<R
In particolare, (v;)¢>o ¢ di Cauchy in L?(0B;) e quindi esiste una funzione
vy € L*(0B))

tale che
lve = vollL2(om,) < Ct? perogni 0<t<R.

In particolare, vy & I'unico blow-up di v in 0 ed & definito su tutto R%.



Differenziabilita di u. Ora, calcoliamo

1
v, — vo|? dz = / lv — wo|? dx
/31 " rd+2 B

1 /T/ 2 1pd—1
=— v —vo|*dH™ dt
pd+2 o Jos,

1 T
== / pa+t / lvg — vo|? dH dt
r 0 9B,

1 T
d+2/ o dt < or?.
r 0

<

Siccome v ¢ L-Lipschitz per una costante di Lipschitz che non dipende dal punto xg, ma solo da K e le variabili
del problema, abbiamo che esistono costanti C > 0 ed a > 0 tali che

lvr —vollpoe(By) < Cr® per ogni r < R.
Ora definiamo la funzione lineare
Ly, :=v90 By,.
Cambiando le variabili, abbiamo che
r,zo = Lao |l B,y < Cr*  per ogni 7 < p,

dove C, a e p sono universali per tutti i punti zg € K. Di conseguenza, u & differenziabile in xq.
Continuita del gradiente. Siano ora zq e yg due punti di K. Sia » > 0. Allora

Urzg = LagllLe(By) < O € |tryy — Lyl noe(m,) < Cre.
Per la disuguaglianza triangolare, abbiamo
|Vu(x0) - VU(yo)| = HLwo - LyOHLOC(Bl) < ”unwo - Lwo||L°°(Bl)
+ [[trwo = UryollLoo(5:)
+ o = Lyo ll o= (81)
<207 + | Ur zy = Uryo | Lo (By)-

Osserviamo che siccome u ¢ L-Lipschitz, si ha

1
ltrzo = tiryo | L (1) = - sup | (u(@o +ra) —u(zo)) — (ulyo +r2) — u(yo))|
reby
1
= sup (Julz +r2) = ulyo + ry)| + [u(zo) — ulyo))
T zeB;
1
< ;2L|$O - yO|-
Ora, scegliendo
1
7= |z — yo|+FT,
otteniamo
1 o
|Vu(zg) — Vu(yo)| < 2Cr* + ;QL\QL‘O — o] < (2C + 2L)|xg — yo|=+T,
dove, possiamo la disuguaglianza vale per i punti zg, yo tali che |z — yo| < p'T. O
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