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DISUGUAGLIANZA EPIPERIMETRICA

Per ogni u € H'(Bj) definiamo il funzionale

W (u) ::/ |Vu|2dx—/ u® dHL.
By By

Teorema 1 (Disuguaglianza epiperimetrica). FEsiste una costante dimensionale € € (0,1) tale che per ogni
funzione 1-omogenea z : By — R, z € HY(By), esiste una funzione h : By — R tale che

h=z su 0B e W(h) < (1 —¢e)W(z).

Proof. Se W(z) < 0, possiamo scegliere il competitore h semplicemente come h = z.
Supponiamo quindi che
W(z) > 0.
Osserviamo che possiamo scrivere

z(r,0) =r$(f) per ogni r e (0,1), 6€ IBy,
dove ¢ € H'(9B;) Consideriamo lo sviluppo di ¢ in armoniche sferiche su 9B .

+oo
$(0) =D crdn(0).
k=0

Allora, ’energia della funzione 1-omogenea z ¢ data da

W(z):/ \Vz|2dm—/ 22
B oB,

_ /Olrdl/aBl (¢2(9) + \v9¢(9)|2) dodr— | ¢*(0)do
1

(')Bl
=i | (Vee®F - @~ 1)) as.
851
Usando lo sviluppo di ¢ in armoniche sferiche, otteniamo

+o00 1
W =Y dy [
k=0 9

(IV00r(60)2 = (4 1)63(6) ) db

= B
—io 21(A (az1))+io 21( ( +d72)7(d71))
71c:00kd * 7k:00kd e

+o00 21
= cka(ak —1)(ag + (d—1))

k=0

Consideriamlo ora la funzione armonica
—+o0
h(r,0) = cxr® g (6).
k=0

L’energia di h ¢ data da
+o00o

W(h) = /B \Vh|?d — W =>"ci(ak—1).

0B, k=0
Se ay, = 1, allora abbiamo
1
g(akfl)(oszrdfl) =0=aqp — 1.

Per ap = 0, invece,
1 d—1
g(ao—l)(angdfl):—T e ap—1=-1.
1



Per tutti gli altri indici k£ tali che a > 2, si ha

(ax—1)— (1 —e)é(ak D)o+ (d- 1) = ! (4— (1 —e)on+(@-1)))
_ O‘kd_ ! (1 —(1— &)y +e(d — 1))
< O"C; L (1 —(l—e)2+e(d— 1))
< akc;l(—1+s(d+1)>,

Quindi, basta scegliere .
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