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REGOLARITA Cl’a DELLE SOLUZIONI. SUCCESSIONI E LIMITI DI BLOW-UP

1. INTRODUZIONE

Setting. Siano Q un aperto in R%, f € L'(Q) e F : Q@ — R? un campo vettoriale continuo su €, o piu in
generale in L?(Q;R?). Ricordiamo che una funzione u € H'(£2) & una soluzione debole del problema

—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
se
/ V- A(x)Vudr = / flz)vdr — / F(z)-Vudz per ogni v e Hy (),
dove la matrice ! ! ?
a11(x) ... ayg(x)
A(r) = : : :
ag1(z) ... agqe(x)
€ una matrice a coefficienti variabili con le seguenti proprieta:
e i coefficienti di A sono funzioni Holder continue:
ai;j € C%*(Q) per ogni coppia di indici 1<14,j <d.
e A ¢ simmetrica:
aij; =aj; - Q=R per 1<4,5 <d,
e A ¢ uniformemente ellittica e uniformemente limitata su €2, ovvero esistono costanti 0 < ¢ < C' tali che
cIld < A(z) < CId perogni z€ Q.
Teorema 1 (C1* Schauder all’interno). Sia Q un aperto di R?. Sia u € H' () una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
dove:

e A ¢ wuna matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su €2, con coefficienti Holder.
o f e LP(Q) per un qualche p > d.
o F c CO(Q;RY), per un qualche B > 0.

Allora, esiste a > 0 tale che u € C(Q).
Osservazione 2. [l risultato del Teorema 1 ¢ classico ed é noto come stima CY* di Schauder (o anche stima

debole di Schauder). Dimostrazioni alternative si possono trovare in numerosi testi, per esempio:
[J] J. Jost. Partial differential equations. Springer-Verlag New York (2002).

2. RISULTATI PRELIMINARI

Continuita Lipschitz. Sappiamo gia che la soluzione u ¢ Lipschitz continua in €.

Cambio delle variabili. Per ogni xg € €2, esiste una matrice d X s simmetrica B € S4(R) che dipende da xg
(scriveremo anche By, al posto di B) ed ¢ tale che

B, Az By, = 1d.
La funzione
v(y) = u(zo + B'y)
e soluzione di _
—div(AVv) =g+divG in By, (—zo+Q),
dove g, g e G hanno le proprieta seguenti:
e A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica, a coefficienti variabili e con coefficienti in C'%.

A0)=1d ei A(z) = By, Azo + B 'x)B,, perogni x€ B(Q).
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e ¢ ¢ una funzione in LP(B(—zq + Q))
9(y) = f(zo + By y).
e Il campo G & C%F su B(—xg + Q) ed & definito come
F(2) = By |G(By, [z — x0])]-

Quasi-minimalita. Dato un insieme aperto
wCC

esiste un raggio universale p > 0 tale che per ogni oy € w ed ogni R € (0, p) si ha che
][ V(v — h)[2dz g4cARa]/ \Vv|2dx+4(CdHf||Lp(Q)R1’d/p+CFRﬁ),
BR(ZD()) BR(wO)

dove h ¢ la funzione armonica
Ah=0 in Bg(zo), h=v su O0Bgr(xg).
Possiamo assumere che esistono due costanti
C>0 e a€(0,1)

che dipendono da 2 e p e sono tali che

][ |V(v—h)]*de < CR™.
Br(zo)

3. DIFFERENZIABILITA DI u
Mostreremo che u ¢ differenziabile nel punto zg = 0.
Possiamo supporre che u(zg) = 0.

Osserviamo che basta mostrare la differenziabilita di v nel punto yy = 0.

3.1. Blow-up e differenziabilita. Per ogni r > 0 consideriamo la funzione
1
vp(z) = —v(zr)
r
e osserviamo che v,. ¢ definita sulla palla B, /. Di conseguenza, fissato un raggio R > 0 e scegliendo r abbastanza
piccolo , in modo tale che R < B, la funzione v, ¢ definita su Bg. Inoltre, abbiamo che
r
vr(0) =0 e |Vv,.| <L in Bpg,
dove L ¢ la costante Lipschitz di v. Di consegunenza, ogni successione r, — 0 ammette una sottosuccessione
(rn)n tale che
Vp,, : Br — R
converge uniformemente ad una qualche funzione
v : Br =& R
tale che
vo(0) =0 e [Vuo| <L in Bg.
Per un argomento di successione diagonale, abbiamo che esistono una sottosuccessione di r,, ed una funzione
vo:RY 5 R
tale che
vw(0)=0 e |Vl <L in RY
lim ||v,, —vollpe(Bg) =0 per ogni R > 0.
n—oo

Definizione 3 (Blow-up). La funzione vy é detta blow-up di v in 0. (Osserviamo che vy dipende dalla
successione v, . Infatti, a successioni diverse potrebbero corrispondere blow-up diversi.)



3.2. Quasi-minimalita di v,. Fissiamo un raggo R > 0.
Osserviamo che per r > 0 abbastanza piccolo, la funzione riscalata v, (z) = %v(rm) ¢ definita su Bp:

v, € H'(Bg).
Sia h, € H'(Bg) la funzione armonica in Bg con dato al bordo u,, ovvero
Ah, =0 in Bpg, h, — v, € Hy(BR).
Allora, ¢ immediato verificare che
][ IV (vr — hy)|* dx = ][ IV (v — h)|? da,
Br Brr
dove h € HY(B,r) la funzione armonica in B, con dato al bordo v:
Ah=0 in Byg, h —v € Hy(Bg).
Ora, usando la quasi-minimalita di v in B, si ha
][ IV (v, — h,)|? da = ][ V(v —h)]?dx < Cr*R°.
Br Brr

In particolare, siccome

/ |V(vr—hr)|2dx:/ \vm?dx—/ Vhy|? dz,
Br Br Br

/ \er|2dx§/ \Vh,|? dz + Cr*R*e.
Br Br

abbiamo che

Infine, siccome h, minimizza l'integrale di Dirichlet in By, otteniamo

/ |V, |* dr < / |V (v + @)|* da + Cre R per ogni ¢ € Hi(Bgr),
Br Br

che possiamo scrivere anche come

(1) -2 Vo, - Veodr < / V| dx + Or* R4 per ogni ¢ € H}(Bgr).
Br Br

3.3. Classificazione dei blow-up.

Osservazione 4 (Convergenza debole delle successioni di blow-up). Sia v, una successione di blow-up che
converge a vo uniformemente in ogni Br C R%. Inoltre, siccome |V, | < L in Bg e v,, (0) =0, abbiamo che
vy, & limitata in H*(BR). In particolare, ogni sottosuccessione ammette una sottosottosuccessione che converge
debole HY(BR) a vg. Di conseguenza, v, converge debole-H'(BRr) a vy per ogni R > 0.

Lemma 5. I blow-up della soluzione v sono funzioni armoniche su RY.

Dimostrazione. Sia v,, una successione di blow-up che converge a vy : R? — R uniformemente e debole-H" in
ogni Bp.
Fissiamo una funzione ¢ € Hg(Bg). Da (1) abbiamo che

—2 Vo, -Vedr < / |V|? dx + CroRTe,
BR BR

Passando al limite per n — 400, otteniamo

—2/ Voo - Vedr < / |Vo|? da.
Br Br
Di conseguenza,

/ Vg |? da < / |V (vo + ¢)|? d per ogni ¢ € HY(BgR).
Br

Br

e quindi vy & armonica in Br. Siccome R > 0 & arbitrario, otteniamo che vy & armonica su R?. O

Lemma 6. I blow-up della soluzione v sono funzioni lineari su R®.
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Dimostrazione. Sia v : R? = R un blow-up di v. Allora, vy ¢ armonica e lipschitziana in R?. In particolare, le
derivate parziali d;vg : R? — R sono funzioni armoniche e limitate in R%. Per il teorema di Liouville, le derivate
parziali 0;vg sono costanti su R?. Di conseguenza, vy ¢ della forma

vo(z) =c+v-ux,
dove v & il gradiente di vg in zero. Siccome, vy(0) = 0, abbiamo che ¢ = 0 e quindi vy & lineare. O

Osservazione 7. Per mostrare la differenziabilita della funzione v in zero bisogna dimostrare che il blow-up
di v in 0 é unico. Infatti, data una funzione v definita in un intorno dell’origine e tale che v(0) = 0, sono
equivalenti:

(i) v ¢& differenziabile in zero;
(i) esiste una funzione lineare L : R — R tale che

lim (o, — Ll (5,) = 0.

3.4. Convergenza forte delle successioni di blow-up.

Lemma 8. Sia v : R — R un blow-up di v in 0. Sia vy, una successione che converge a vy uniformemente
su ogni palla Br di R%. Allora, per ogni R > 0, v, converge a vy fortemente in H'(BR).

Dimostrazione. Possiamo supporre che
v, — vy forte-L*(Bgr) e vy, — vy debole-H'(Bg),
per ogni R > 0. Fissato R > 0, mostreremo che
v, — v forte-H'(Bg).
Per semplicita scriveremo
Up, 1= Uy,
Sia ¢ una funzione in C°(Bag) tale che
0<¢p<1 in Bsp e ¢=1 su Bg.
Per la quasi-minimaita di v,,, esiste una successione
en — 0
tale che

/ |an|2dx§/ ’V(vn—i-(vo—vn)(b)’zdx—i—en.
Bar

Bar
Equivalentemente

0 < lim (/ |V(1}n + (vo — vn)d)) |2 dr — / |V, |? dx)
Bar

n—0 Bon

= lim (Qan . V((Uo - Un)¢) + ’V((UO - Un)¢) ‘2> dx

n—0 Bon

n—0

= lim (2(/5an -V (vo — vn) + |V(vg — Un)|2¢2) dz,
Bar

dove abbiamo usato la convergenza debole di V(v,, — vg) e la convergenza forte di v, —vg in L2. Sempre per la
convergenza debole di V(v,, — vg) abbiamo

0 < lim (2¢an -V (vo — vn) + |V(vo — vn)|2¢)2) dz
Bar

n—0
< lin%) (2¢V(vn — ) - V(vo —v,) + |V(Uo — vn)|2¢2> dz,
n— Baor
che possiamo scrivere anche come
< I — )2 — ) — )2 dz < i _ — )2 d.
0< Tlllg%) . ((1 ©)? = 1)|V(vg —v,)|*dz < }ng%) . IV (vo — v)|* dz O
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