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CONTINUITA LIPSCHITZ DELLE SOLUZIONI DI EQUAZIONI ELLITTICHE IN FORMA DIVEREGENZA

1. IL TEOREMA

Teorema 1. Sia Q un aperto di R?. Sia v € H'(Q) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
dove:

e A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su ), con coefficienti Holder.
o f € LP(Q) per un qualche p > d.
o Fc CO(Q;RY), per un qualche B > 0.

Allora, u é lipschitziana su ogni compatto K CC €.

Osserviamo che basta dimostrare che dato un compatto K CC (), esistono una costante C' > 0 ed un raggio
R > 0 tali per cui vale la stima

][ |Vul?dz < C perogni zp€ K edogni r<R.
By (z0)

In particolare, basta dimostrare il lemma seguente.
Lemma 2. Siano p <1, B, € R? e u € H'(B,) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in B,

Supponiamo che:

o A(0) =1d e che esistono costanti C4 > 0 ed a > 0 tali che

(1—0A|a:|a) Id< A, < (1+CA|J:|°‘) Id per ogni x € B,.
esistono costanti 0 < £ < L tali che
(Id< A, <LId per ogni x € B,.

f € LP(B,) per un qualche p > d.
esistono costanti Cp > 0 e f tali che

sup |F(z) — F(y)| < Cpr?  per ogni v < p,
z€Br(y)

e per ogni y € B,.
Allora, esiste una costante C = Cqy.1.a,8,p > 0 che dipende solo da d,?,L,, B,p tale che
1/2

1/2
(£ 1vue) " <o (1+@am™) (f |Vu|2> 40 flluna, +Crp” |
B, B,

per ogni < p.

2. QUASI-MINIMALITA DELLE SOLUZIONI

Lemma 3. Siano B, € R? e u € H'(B,) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in B,.
Supponiamo che:
e A(0) =1Id.
e FEsistono costanti Cy > 0 e o > 0 tali che
(1—Calz|*)Id < A(z) < (1 + Calz|*)1d per ogni x € B,.
o f e LP(B,(x)) per un qualche p > d.
o esistono costanti Cg > 0 e [ tali che

sup |F(z) — F(xo)| < CrR®  per ogni R < p.
Br(zo)
1
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Allora, per ogni R < p

][ |V(u— h)|?de < 4CAR" ][
Br

|Vu|2 dx + 4(Cd||fHLP(BP(x0))R17d/p + CFRﬂ),
Br

dove Cy & una costante dimensionale.
Dimostrazione. Per ogni Br C B,, consideriamo la soluzione del problema
Ah=0 in Bg, u—h € Hy(Bgr).

Allora, per l'ottimalita di u,

1(1—CAR°Y)/ |Vu|2dm—/ fudac—/ F-Vudx
2 Br Br Br

51 Vu~AzVud:vf/ fuf/ F-Vudx
2 BR BR BR

gl Vh~AIVhdx7/ fhf/ F-Vhdx
2 BR BR BR

IN

1
7(1+CAR“)/ |Vh|2dx—/ fh—/ F-Vhdzx
2 BR BR BR

Di conseguenza,

1/ |V(uh)|2dx—1</ |Vu\2dx—/ |Vh|2dx>
2 BR 2 BR BR

gcARa/ |Vul|? da + f(ufh)dz+/ F-V(u— h)dz.
Br Br B

/BR flu—h)de < (/BR fzd:v)l/z (/BR(u—h)de>1/2
< |Bg|>~ </BR o dx)l/" (/BR(“— h)de)l/z

< B o e

Ora, osserviamo che

1/
V(- h>|2dx) ,

Br
e quindi
1 1 2
—— [ flu—h)dz < Cal f| Lo R ( IV(u—h)IW) '
|Br| /By, |Br| /By,
Analogamente,
L pVu-h)yds < (1 |F(:17)|2dx)1/2 (1 |V(uh)2dx>l/2
|Br| JBy, ~ \IBr| /B, |Br| JBy
1/2
< CrR’ (1 |V(u—h)2dx> .
|Br| JBg

In conclusione, abbiamo

1
- ]l |V(u—h)]*de < CoR" ]Z |Vu|? dr + (Od||fHLpR1*d/P +OFRf’) (][
2 Br Br B

che implica

R

1 d
7][ IV (u— h)|? da < cARa][ \Vul? dz + (CdHfHLpRl‘ /P+CFR/3)
4 Br Br

2

1/
V(u - h>|2da:) 7



3. DIMOSTRAZIONE DI LEMMA 2

3.1. La stima principale. Siano
0<r<R<p.

Cosnideriamo ’estensione armonica di u in Bgr
Ah =0 in Bg, u—h € Hj(Bg).
Allora,

1/2 1/2 1/2
<][ |Vu|2dx) < ][ Vthz> +<][ |V(uh)2d:z:>
B, B, B
/2 Rd /2
][ Vh|? da +(d][ |V(u—h)|2d:c>
Br r Br

)
]{BR |Vu|2dx> v + (f; ]{3R IV (u — h)2dx> "
)

/2 d/a o\ /2
<4CAR°‘][ |vu|2d:c+4(cd||f||LpR1*d/P+CFRﬁ) )
Br

ri/2

/2 ré/2

1/2
n = (][ |VU|2d$> )
B/J/zn

. Rd/2 1/2 Rd/2
< <1+2C;(23 /2 (]{B |Vu|2d33> +2—(Cd||fHLpR1_d/”—i—CFRB).
R

3.2. Stima iterativa. Ponendo

nella stima precedente, otteniamo

N 21+d/201/2 C 1—d/p C B
(1) M1 < <1+p Ty Mn+21+d/2< d’;n(l_l‘/ﬁ”“’ + )
per ogni n > 0.
Ora, poniamo:
1 . ([« d
o X := o doveﬁ::mln{a; B; 1—7};
p

o A:=plCy C’Zz;

o Bi=Ca(p""I|f s + 07Cr).
Di conseguenza, abbiamo

My < (1+AX™)M, + BX™.
Mostreremo che M,, rimane limitata per n — +oc.
Osservazione 4. Osserviamo che nella definizione della costante k (e quindi di X ) abbiamo i sequenti casi
particolari:
(X1) se la matrice A é costante, allora possiamo scegliere C4 =0 ed o = 2;

(X2) se F=0, alloraCr=0e f=1;
(X3) se f =0 oppure f € L, allora 1 — % =1.
Lemma 5. Sia (M,)n>n, una successione di numeri positivi tale che
My < (14 AX"™)M,, + BX™ per ogni n > ng,

dove A e B sono costanti e 0 < X < 1. Allora, esiste m > ng che dipende solo da A e da X tale che

M, B .
Mngl,n;(Jr(l,X)z per ogni n > m.
m
Precisamente, basta scegliere m in modo tale d’avere la stima < X.

1-X



4

Dimostrazione. Sia
an =M, +CX".

Allora,
Unp1 = My +CX" !
< (1+AX™)M,, + BX" +CX"*!
<(1+AX"a, + BX"+CX" — (1 + AX™)CX"
< (1+AXM)a, + (B —(1- X)C)X".
Scegliendo B
“=ix

abbiamo che
apt1 < (14 AX™)a,, per ogni n.
Supponiamo ora che per un qualche n > m
n
a, <D Y
k=m

dove D > 0eY € (0,1) sono costanti (che sceglieremo in seguito). Allora

n
ani1 < (14 AX™)a, < D(14+AX™) > YF

k=m
n+1 n
<D Y -DY"' 4+ DAX" Y vF
k=m k=m
n+2
DAY™
<D YF_Dpy"tl 4 ———__xn
Scegliendo, X =Y ed m abbastanza grande in modo tale che
AX™
<X
1-x 77
otteniamo che
- DX™ a
< k< =7 i n>
ankaZ;nX ST x T x per ogni n >m,
dove abbiamo scelto D in modo di avere DX™ = a,,. O

3.3. Conclusione. Usando Lemma 5 e la stima (1), otteniamo che per ogni n > m

A

1/2 1/2
1 Cq
2 2 1—4/p 8
<Ji o dx> < (é i dm) + o (s + o)

gmd ” C
< 2 d 1—d/p . 3
< <]{3 [Vl dz> a7,

dove m ¢ un qualsiasi numero naturale tale che

X'"L
Oy O
P LASY] - X

In particolare, essendo p < 1, possiamo scegliere m come il piu piccolo numero naturale tale per cui
Xm
1-X
In questo modo m dipende soltanto da C1, «, d/p, B e la dimensione. Questo conclude la dimostrazione del
Lemma 2.

< X.

c.c

< X.



3.4. Stima del gradiente. Un corollario del Lemma 3 € la ben nota stima del gradiente.
Proposizione 6. Siano Bp € R e uw € HY(Bg) una soluzione di
—Au=f in Bg,

dove f € LP(BR) per un qualche p > d. Allora, esiste una costante dimensionale Cy > 0 tale che

1 _
9l < Co gl + R e ).

Dimostrazione. Per il Lemma 2 sappiamo che esiste una costante dimensionale Cy > 0 tale che

1/2
[Vullpe (Br) < Ca <][ VU2> + R fllLo(sa)
B3r/2
Per la disuguaglianza di Caccioppoli, invece

1 1
Vu2§C’d—f u? < Oy—|ul]? = . O
L, VP < Cugg f < Cugpluliinga

4. CONTINUITA LIPSCHITZ FINO AL BORDO

Teorema 7. Sia Q un aperto di R? con bordo C**. Sia u € H'(Q) una soluzione di

—div(A(z)Vu) = f+divF in QNB,
u=g su O00QNDB,,
dove:

A e una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su ), con coefficienti Holder.
f e LP(Q) per un qualche p > d.

F € CY(Q;RY), per un qualche a > 0.

g € Ch(B,).

Allora, uw € C**(B,, N Q).

Ragionando come nella dimostrazione del Lemma 2, otteniamo
Lemma 8. Siano H un iperpiano in R% con vettore normale v € R%. Definiamo
HY:={zecR? : z-v >0}
Siano & € H, Br(z) C R? e u € H'(Bgr(Z)) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Bgr(Z)NHT,
{ u=0 su Bgr(z')\HT.

Supponiamo che:

e csistono costanti C4 >0 e o > 0 tali che

(1-Calz—y|*) Ay < A, < (14 Calz —y|*) 4, per ogni x,y € Br(Z).
e esistono costanti 0 < £ < L tali che
(Id< A, <LId per ogni x € B,(Z).

e f € LP(BR(Z)) per un qualche p > d.
e esistono costanti Cr > 0 e [ tali che

sup |F(z) — F(y)| < Cpr® per ogni 7 < R,
z€Br(y)

e per ogni y € Br(Z).



Allora, esiste una costante C = Cqy.1.0,8,p > 0 che dipende solo da d,?,L,, B,p tale che

1/2 /2
(][ |Vu|2> <C (1+ (CARa)d/“) <][ |Vu|2> + R\ fll 1o sy + CrR® |,
B,.NH* Br(z)NH*

per ogni v < R.
4.1. Dimostrazione di Teorema 7. Supponiamo che
Q=H" e g=0.
Sia zg € B,ys N H*. Sia yo € B,/s N H* la proiezione di g su H e sia 1o = |z — yol-

Per il Lemma 8, prendendo
Ro = 27”0 s
abbiamo

1/2 1/2
(]{3 - Vu|2> <C (1 + (C’Apa)d/4) <]{3 " |Vu|2> 4 plid/p”fHLP(Bp) + C’Fpﬁ 7
Rq (Yo ,

dove C' = Cy,1,0,8,p- Ora, sicccome
Bro (IO) C BR[J (yO) NH*
esiste una costante dimensionale Cz; > 0 tale che

][ IVl < O ][ Vul2.
B"'O (wo) BRO (yo)ﬂH"'

Di conseguenza,

1/2 1/2
(f |w|2> <c | (1+@apn™) (f wP) + PP\ fll o, + Cro’
Brq (z0) B,NH+

D’altra parte, usando Proposizione 2, abbiamo

1/2
[Vu(wo)| < C | (14 (Carg)™) (é ( )|Vu|2> 10" "1 fllz(s,) + Crrl
ro(To

Mettendo le due stime insieme, otteniamo che |Vu| ¢ limitato in B, ,. O
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