Calcolo delle variazioni A www.velichkov.it

Problemi ellittiche in forma diveregenza

1. MATRICI SIMMETRICHE A COEFFICIENTI COSTANTI

Definizione 1. Siano M ed N due matrici d x d simmetriche a coefficienti reali. Diciamo che M < N, se
v-Mv<wv-Nv per ogni vettore v € R%.

Lemma 2. Siano M ed N due matrici d x d simmetriche a coefficienti reali.
Sia U una matrice d x d invertibile a coefficienti reali. Allora,

M <N se e solo se U'MU < U!NU.

Proposizione 3. Sia

ai aiq
A= :
aq1 aqq
una matrice simmetrica (a coefficienti reali). Siano A\ (A),...,Aa(A) gli autovalori della matrice A e siano

¢ < L due costanti positive. Allora, sono equivalenti:
(i) £<N(A) <L, perognii=1,...,d;
(i) FId< A< LId.

Corollario 4. Sia

A:

una matrice simmetrica (a coefficienti reali) tale che
(Id< A< LId dove 0</l<L<+00.

Allora, per ogni Br C R® abbiamo
Byr C A(BR) C Brrg.

Proposizione 5. Sia

A:

una matrice simmetrica (a coefficienti reali) tale che
(Id< A< LId dove 0</l<L<+oc0.
Sia U la matrice unitaria tale che
A= UtD()\l,...,)\d) U,
dove D(A1,...,Aq) & la matrice diagonale
Ao O
DA, ) = ¢ o
0 ... X
Allora, la matrice
B:=U'D ()\1_1/2, . .,A;VQ) U
e una matrice simmetrica con le proprieta sequenti:
e BAB =1d;
o L7/2PId< B <(¢7'°1d.



2. L’EQUAZIONE

Il dominio. Siano © un aperto limitato in R<.
La funzione f. Sia f € LP() per un qualche p > d.

Il campo F. Sia F': Q — R,

un campo vettoriale tale per cui esistono due costanti
Cr>0 e 08>0,
tali che
[F(z) = F(y)| < Cple —yl”  perogni  a,y€Q
L’operatore. Sia A una matrice simmetrica a coefficienti variabili
air(z) ... ai(x)
Az) = : '
ag1(z) ... aqa(z)
con le seguenti proprieta:
e [ coefficienti di A sono funzioni Holder continue:
ai;j € C%*(Q) per ogni coppia di indici 1<14,j <d.
In particolare, supponiamo che esistono due costanti C4 e a > 0 tali che per ogni a;;
|aij(x) — aij(y)] < Calz —y|* perogni =,y €.
e A ¢ uniformemente ellittica e uniformemente limitata su §2, ovvero esistono costanti 0 < ¢ < L tali che

lId < A(z) < LId perogni ze€Q.

La soluzione. Diciamo che una funzione u € H'(Q) & una soluzione debole del problema
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
se

V- A(x)Vudx = / flz)pde — / F(x)-Veodx per ogni o € Hi(Q).
Q Q Q

3. CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI

La matrice B. Sia B una matrice simmetrica a coefficienti costanti. Come unica ipotesi su B, supponiamo
che vale la stima

L7'1d < B < ¢7'/1d.
Allora, osserviamo che

L™ <detB < ("2
In particolare, B ¢ invertibile, B~! & simmetrica e si ha che

('°1d < B7' < L'1d.
Inoltre,

|B™'z| < L'”|z| per ogni z e R%

Il cambio di variabile. Consideriamo l'insieme aperto limitato B(2) e la funzione

v:B(Q) >R, v(x) ;== u(B ).



L’equazione per v. Data una funzione test
Ve C(B(9Q)),

consideriamo la funzione ¢ € C2°(Q), definita come

p(x) = P(Bx).

Allora, siccome u € soluzione in (), abbiamo che

/Qw- Vudx—/f dx—/QF(as)-ch(:z:)da:.

Quindi, calcoliamo:
(i) Definiamo la matrice simmetrica
Zly := BAg-1,B perogni ye& B(Q).
Si ha quindi che

1
Vo(z) - AsVu(z)der = —— Viy(y) - (BAg-1, B|Vu(y)dy
L Vo) Vi@ = | Vo) (B sy B)Vew)
1 ~
Vw y) - A, Vo(y) dy.
Inoltre, valgono le stime
ﬁId < Ay < ild per ogni y € B(Q),

e se a;; : B() — R sono i coefficienti di A, allora
| (@) — i (y)| = |e: - gzej —€ -Eyej’
= |ei . (gx — gy)ej|
= [(Bei) - (Ap-1, — Ap-1,) [Bej|
< |Bes| |Bej| [|Ap-1o — Ap-1yll2
< |Be;||Be;|dCa|B~'x — B~ 1y|"
<UL AC |z — y|©.
(ii) Se le funzioni
fel*Q) e gelL*(B(Q)
sono tali che
f(x) =g(Bzx) perogni z €.

Allora,
1
d dy.
[ s@retd = g [ vty
Inoltre,
1 p
d
J s e = g [ st a
e quindi

/ ()P dy < L / F(@)P da.
B(Q) Q

Fe*>(RY) e  GeL*B(Q);RY

(iii) Se i campi vettoriali

sono tali che
F(z) = B|G(Bx)] perogni z € Q.
Allora,

1
| vet) Fe e = g [ vuw) - G



Inoltre,
IG(z) — G(y)| = ‘B*lF(B*lx) - B’lF(B’ly)‘

< L'

F(B™'a) — F(B™'y)|
< L'Cp|B e — By’

< L Cpla —y/°

Abbiamo quindi dimostrato che v & soluzione di
—div(AVv) = g+divG in B(Q),
dove A, G e g soddisfano le stime seguenti:

14

~ L
fId <A, < ?Id per ogni y € B(Q);

gl ey < L7201l o o);
G(z) ~ G(y)| < L' Cple —y|® per ogni x,y € B().

4. SULLA CONTINUITA DELLE MATRICI A COEFFICIENTI VARIABILI

Lemma 6. Siano Q C R? un insieme aperto ed

an(z) ... aq(x)

Ay = : . :

agi(x) ... agq(x)
una matrice simmetrica a coefficienti variabili definita su 2. Supponiamo che xo € Q sia tale che Ay, e che
esistono costanti C' > 0 ed a > 0 tali che per ogni coefficiente a;; : Q@ — R vale la stima

laij () — aij(zo)| < Clz — xo|*  per ogni x € Q.
Allora,
(1—dClz —xo|*)Id < A, < (14 dC|x — z0|*) Id per ogni x €.

In particolare, data una palla B,.(xo) C Q, si ha

(1 de'ra)/ |Ve|* da g/

Vo(z) - Ay Vo(z)dr < (14 dCr®) / |Vel|? da
B..(z0) Br(z0)

BT(IU)
per ogni o € H'(B,(x0)).
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