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INF E SUP DI FUNZIONI DI SOBOLEV

Lemma 1 (Composizione con funzioni regolari). Sia F : R — R una funzione di classe C™ e tale che
F0)=0 e L:=|F'| g < oo.
Siano Q C R? un aperto e u € HY(Q). Allora anche la funzione
Flu): Q=R
¢ una funzione di H}(Q) e
9j(F(u)) = F'(u) 9ju.
Dimostrazione. Siccome
[F(u(z))| = [F(u(z)) = F(0)| < Llu(x)| ~ perogni  z€Q,
abbiamo che
Fu)e L*(Q) e [[Fwllzz < Llfullz= -
Inoltre, abbiamo anche la stima
1F (w)0jull 2 < | F'(u)l[ L= [|05ull 2 < L||0julrz -

Sia u, una successione di funzioni C2°() tale che:

e u, — u puntualmente quasi-ovunque;

e u, — u fortemente in L?(R9);

e Oju, — dju fortemente in L?(RY), per ogni j = 1,...,d.
Osserviamo che

F(u,) € C(2)
e che
F(u,) — F(u) e F'(up) — F'(u)
forte in L2(Q). In particolare, per ogni ¢ € L?(R?), si ha
/ F'(u)djupdr = lim [ F'(u,)Oju, pdr = lim [ ©0;[F(u,)]dz,

OVVero:

e F(u,) converge fortemente in L?(R%) a F(u);

e 0;[F(uy)| converge debolmente in L?(R?) a F”(u)d;u.
Di conseguenza,

F(u) € H}(Q) e  9;[F(u)] = F'(u)0;u.

Teorema 2 (La parte positiva di una funzione di Sobolev). Sia Q un aperto in R? e sia u € H} ().
Allora la funzione

uy () = max{u(x),0}
¢in HHQ) e

VU+ = ]l{u>0}vu.

Dimostrazione. Sia F, : R — R una successione di funzioni tale che:
F,, € C*(R) per ogni n ;
|F/] <1 suR per ogni n;

e la successione F), & crescente e

0 se x<0;
1 se z>0;

n—oo

lim F)(z) = {

F,(z) = 0 per ogni z < 0 e per ogni n;

| (z) — 2| < L per ogni 2 > 0 e per ogni n.
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Allora, possiamo verificare che
Fo(u) = uy
quasi-ovunque su (2, fortemente in L?(Q) e debolmente in H*. Il gradiente debole di F},(u) ¢ dato da
VF,(u) = F)(u)Vu.

Ora, osserviamo che
F’I{L(u) — ]l{u>0}
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i,c(£2). Di conseguenza,

Vuy = lim VF,(u) = 1,503V,

n—oo

puntualmente e forte in L

dove il limite & debole L2. 0
Corollario 3 (Modulo di una funzione di Sobolev). Siano Q un aperto in R? e u € HE (). Allora,
lu| € Hy () e Viu| = Mgy501 Vu — Ly V.
Teorema 4. Siano Q un aperto in R? e uw € HE(Q). Allora, per ognit > 0 le funzioni
u A t(x) := min{u(x),t} e (u—t)4(x) := max{u(x) —¢,0}
sono in HX(Q).

Dimostrazione. Per esercizio. O
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