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Boundary Harnack Principle

Teorema 1. Sia g : B] — R una funzione L-Lipschitziana e tale che g(0) = 0. Siano
u,v:g,9+1;B1)UT(g; By) = R,

due funzioni continue tali che

Au=0 e u>0 in Qg,g+1;B]), u=0 su I(g;B});
Av=0 e v>0 in Qg,g+1;B]), v=0 su T(g;B]).
Allora, il rapporto
%19(979+1;Bi)—>R

si estende ad una funzione holderiana su Q(g, g + 1; B}) UT(g; By).

UNA PROPOSIZIONE GENERALE:
BOUNDARY HARNACK INEQUALITY = DBOUNDARY HARNACK PRINCIPLE
Data una funzione continua
g:B] =R,
tale che g(0) =0 e dati
zo = (20,9(x0)) €T(g; B)  ed 7€ (0,1~ [xg]),
poniamo
r
O (w0) = Qg, g + 7 By(2)) . Tolwo) =T(g; Br(z5)) ,  Pr(xo) = (966, g(xo) + 5)-
Proposizione 2. Supponiamo che esiste una costante M > 0 tale per cui
per ogni xg € O sy (z0) ed ogni r € (0,1 — |zg]),
e per ogni coppia di funzioni continue e non-negative
u, v : (o) U (20) = R
soluzioni di
Au=Av=0 in Q. (x),
u=v=0 su T(zg),
u(Pr(x0)) = v(Pr(z0)),
abbiamo che
1 < u(x)
M ~ v(z)

Allora, esistono costanti o > 0 and C > 0, che dipendono da M e la dimensione d, tali che per ogni coppia di
funzioni continue e non-negative

<M perogni x € Qpy(20).

u,v:Q:(0) > R
soluzioni di
Au=Av=0 1in 4(0),
(2) u=v=0 su T1(0),
u(P1(0)) = v(P1(0)) >0,

vale la stima sequente

- ‘ <Clz—y|*  perogni  x,y€ u0).
y
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Decadimento dell’osciallazione al bordo.

Lemma 3. Supponiamo che vale la proprieta (1). Allora, per ogni xo € 0T1,(0), r < 1/2, ed ogni coppia di
funzioni continue e non-negative
u,v:Q(0) > R,

soluzioni di
Au=Av=0 in Q.(z9), u=v=0 su Dp(xg),
si ha che
osc 7<< f—) 0sc sl

Qalm0) U 2M /) Q. (z0) V'

dove M ¢é la costante di (1).
Inoltre, scegliendo x > 0 in modo tale che per ogni xg € 0T'1,(0) ed ogni r < 1/2 si ha
Brr(20) NQ C Qrpp(x0) C Qp(20) C Br(0) N dove Q:=0(0),

otteniamo

u 1

u
OSC — < ( — 7) 0sC
QNB,ja(x0) UV 2M /) QnB,.(z¢) v

Dimostrazione. Poniamo

P, := P.(x9) , M, := sup v e m, = inf g,
Q(z0) U Qr(wo) V
ed osserviamo che u
osc — =M, —m,.
SZT(I(]) v
Consideriamo due casi.
P, M, r -
Caso 1. Supponiamo che w(lr) > tm . Allora, le funzioni
v(P,) 2
U — My e v,
sono armoniche e non-negative in €2,.(z¢) e soddisfano la disuguaglianza
M, —m,
w(P,) — myu(Py) > ——— "y (B).
Allora, usando (1), abbiamo
1 M, —m, .
u—mp 2 p————v  in Q5 (20).
Quindi
f v n 1 M, —m,
inf —>m, + ———,
527‘/2(10) v - M 2
e di conseguenza
u 1 M, —m, 1
— < M, — r+r—— =M, —m;) (1 —=—].
QT?QS((;O) v (m + M 2 ) ( mr) < 2M)
P, M -
Caso 2. (2r) < rtm . Allora,
v(Py) 2
1 Mr — My .
M,v—u> U3 in Qs (20),
il che implica
u 1 Mr my
sup — <M, — ————,
Qppa(wo) V M 2
ed in conclusione M
U 1 M, —m, 1
- <M -——)-m=(M,—m,)[1—— ).
Qf/)zs((;o) v ( M 2 ) mn ( mr) ( QM)



Dimostrazione di Proposizione 2. Sotto l'ipotesi (2) e ponendo
Q:=0(0) e I':=T4(0),
mostreremo che vale la proposizione seguente
Esiste una costante ¢ € (0, 1) tale che per ogni zg € QN B, ogni r < 1/2,
ed ogni coppia di funzioni continue e non-negative
u,v: QUL - R

(3) soluzini di
Au=Av=0 in Q, u=v=0 su I,
abbiamo che
u U
osc —<(l-¢) osc —.
QNB,.16(x0) V QNB,.(z9) U

Per dimostrare (3) consideriamo due casi.
Caso 1. Esiste yo € I' N B, /(7). Allora,

BT/Q(yO) - Br(%),
ed applicando il lemma precedente abbiamo che

u u u
Br/f(f’,ﬁm v ( 2M Br/ﬁig)mg v 2M BT(C;SO()JHQ v

Ora, siccome B, s(x0) C B;/4(y0), otteniamo

U <q ) U 1
osc  — —c) osc — con ci=—.
B, s(zo)nQ U B, (x0)NQ U 2M
Caso 2. B, s(ro) C Q.
Allora, per la disuguaglianza di Harnack, abbiamo
U u u
3 - <(1- S Z<(1— o 2
pocinay U o gy ST e

dove ¢y € (0,1) ¢ la costante dimensionale nella disuguaglianza di Harnack.
Questo conclude la dimostrazione di (3). O
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