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Boundary Harnack Inequality

Sia L > 0 una costante fissata. Sia B/ C R?~! una palla di raggio r e centro zero in R9~!. Date due funzioni
g,h:B.—-R, g<h su B,
definiamo il dominio normale (g, h; B..) come
Q(g,h; B) = {(m’,xd) eERIXR : 2/ € B.; g(a) <xq < h(z)) }
Definiamo inoltre il grafico
['(g;B.) = {(sc’,xd) ERIXR : 2’ € B.; x4 =g(a) }
Teorema 1. Sia g : B] — R una funzione L-Lipschitziana e tale che g(0) = 0. Siano
u,v:Qg,9+1;B]) UT(g; B]) = R

due funzioni continue e tali che

Au=0 e u>0 in Qg,g+1;B]), u=0 su T(g;By),

Av=0 e v>0 in Qg,9+1;B]), v=0 su [(g;B).
Se

u(0,1/2) = v(0,1/2),
allora esiste una costante M > 0 che dipende solo dalla dimensione d e la costante L tale che

1 . 1
MvﬁuﬁMU in Q(g,g-l—i;B{/z) .

La dimostrazione del teorema e una conseguenza delle Proposizioni 4 e 7.

FUNZIONI ARMONICHE POSITIVE SU CONI

Lemma 2 (Disuguaglianza di Harnack all'interno). Sia u una funzione armonica positiva sulla palla Br C R?.
Allora,

(1) sup u<Cy inf w,
’ILGBR/z U‘GBR/Z

dove Cy & una costante dimensionale.
Lemma 3 (Funzioni armoniche su coni). Sia L > 0 una costante data e sia C il cono aperto
C:= {(x',zd) ERIXR @ 24> L|z’|}.
Sia u : C = R una funzione armonica e positiva su C. Allora, per ogni p > 0, vale la disuguaglianza
sup {u(O’,q) : 2\/% <gq< p} < Cqu(0',p)
dove Cq é la costante nella disuguaglianza di Harnack (1). In particolare,

(2) ) < (Ca)* u(®,p).

per ogni k > 1.

u(O/ S
T (2V1 F L2)k

Dimostrazione. Segue dal fatto che la palla di centro (0’,p) e raggio R := P& contenuta in C. O
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STEP 1
Proposizione 4. Sia g : B{ = R una funzione L-Lipschitziana tale che g(0) = 0. Sia
w: g, g+ 1;B)Ul(g; B]) = R
una funzione continua e tale che

Aw =0 in Qg,9+1;B))
w>0 in Qg,9+1;B))
w=0 su I'(g; B})
w<1 in Qg+ 3.9+ 1;B)).

Allora,
w<C in Qg,g+ 1/ B{/4),

dove C > 0 ¢ una costante che dipende soltanto da L e la dimensione d.

Dimostrazione. Segue da Lemma 5 e Lemma 6.

Lemma 5. Sia g : B} — R una funzione L-Lipschitziana. Sia
w : Q(g,g—l—l;Bi) —-R

una funzione armonica e positiva in Q(g,g + 1; B{) e tale che

1
< = ; By ).
w<1 su Q(g+2,g+1,Bl>
Allora,
/ c ,
w(@',xq) < ——————5 per ogni (2, xq) € Q(g,g + = Bl/Q) ,
(xd - g(v’U'))

dove B8 e C dipendono solo dalla costante L e la dimensione d.

Dimostrazione. Segue dal Lemma 3 prendendo 3 in modo tale che

1 -8B
() e
2V1+4 L?

Infatti, in questo modo (2) diventa

B
p — D
u 0’,7) < ﬁ() u(0, p).
( evizor) <P \ovizoyr) O
Osserviamo che ogni ¢ < 1 pu0 essere scritto come

p

= — er qualche k>0 e ——<p<l1.
1= vty P > p

Di conseguenza

_ 1
u(0'q) <7 °lal” sup {u0'9) = 5 e <
< (2v1 +L2)5|q|ﬂ sup {u(()',p) :

Infine, per la disuguaglianza di Harnack all’interno si ha la stima

1 1
sup{u(O',p) : \/ip_p<l}§sup{u(0’,p) : §§p<1}.



Lemma 6. Sia g : B} — R una funzione L-Lipschitziana e tale che g(0) = 0. Sia
w: (g, 9+ 1;By) UL(g; By) = R,
una funzione continua tale che:

Aw=0 e w>0 in Qgg+1;B]); w=0 su T(g;B]).

/ w®dr <1,
Q(g,9+1;B7)

w<M in Qg9+ 1/2;B{/2),

Se

per un qualche € > 0, allora

dove M dipende solo da L, d ed .
Dimostrazione. Fissato un punto
1
(x/ag(xl) +p) € Q(gag + 57 B{/g)a
poniamo
M :=w(z', g(z") + p) e 0= —
e consideriamo due casi.

Caso 1. 2p > M~%. Osserviamo che w & armonica e positiva in Br(z', g(z') + p), dove
_r
VI+L2

Allora, per la disuguaglianza di Harnack
w>cqM in Bg(x',g(z') +p),

e quindi
£

wd Cq —db+e Cd c/a
12/w5d9c2/ w®dr > |Br|(caM)® > ——F2— M > —<a M2
Brya (o) B/ 24(1 + L2)%> (1+ L2)"/2

Di conseguenza,

M < (14 L*)"-.

Caso 2. Supponiamo ora che

1
2p < M™° e M>—2(1+L2)d/5.
Cd
Per semplicita, poniamo
zo = (¢', g(z") + p).

Osserviamo che By;-s(z’,g(2’) + p) continene B ,,—s (2', g(x’)). Di conseguenza, siccome
2

Aw >0 in B-s (', g(2")),
2

abbiamo che

1
M=wlwo) = g 7] / w(z) dz < ol zoe (2,5t
| Bar-s| B,y —s(x0) |Bar—s]| (Bps—s (20))

Siccome in Bjy;-s 5(7, g(«")) abbiamo la stima di densita
[Bas (2, 9(2")) \ g, 9 + 1; B1)| = p[Bas |,
per un qualche p = pu(L, d) € (0, 1), otteniamo la stima

_ 1
M < (1=27)lwllzes,, 5@ < m”w||L°°(BM—5(wo))'

Esiste quindi un punto x; tale per cui
|y — 20| < M° e w(zy) > (14274 M.
Iterando questa procedura, otteniamo una successione x,, di punti in Q(g, g+ 1/2; B ) tale che

1

w(Tpy1) > (14 2_du)w(xn) > M(1+ Q—du)" and |xn+1 — xn| < m



4

Infatti, scegliendo M abbastanza grande, possiamo assumere che si ha che la serie
= 1 1

- - <
;M‘5(1+2—du)"5 s

e quindi la successione x,, rimane in (g, g + 3/4; B§/4). Ma questo & assurdo perché si avrebbe w(x,) — oco. O

STEP 2

Proposizione 7 (De Silva-Savin). Data una costante L > 0, esistono 61 > 0, a > 0, M > 0, K > 0 (che
dipendono solo da L e la dimensione d) tali che se g : B} — R & una funzione L-Lipschitziana con g(0) =0 e
se

w:Qg,9+1;B) UL (¢g: By) = R
e una funzioni continua soluzione di
Aw =0 in Ng,9+1;By)
w=0 su T'(g; By)
w>M su Qg+96,9+1;B))
w>—1 su Qg,9+0;B1)},
con § € (0,01], allora
Aw =20 in Q
w=70 su I'(g; B)
w > aM SU Q
w> —a su Q(g,9+ K6; BY).

Dimostrazione. Osserviamo che la funzione w + 1 & positiva e armonica in Q(g,g + 1; B}). Allora, esiste una
costante A = A(d, L, k) > 0 tale che

1

1
min w—+ 1 — min w+1)> —(M+1),
Q(g+~57g+f~t;3’)( )2 A (g+5,g+1;B{)( )2 A( )
e quindi, scegliendo
1
= — M =2A
a= e ,
otteniamo
min w > (M+1)—1>1>aM
Q(g+rd,g+r;B,) A

Per la stima della w su Q(g,g + Kd; B,’,i), scegliamo un raggio R tale per cui

Br(wo) € {(/,24) : @a<g(')+1}  perogi €T (gBL).
Siccome la parte negativa
w_(z) := —min{w(z),0}
¢ una funzione positiva e subarmonica in Br(zp), possiamo applicare n volte: il Lemma 8

sup w- < (1—¢)" sup w_ < (1—-¢o)™
Bryan (o) Br(zo)

Quindi, scegliendo n abbastanza grande tale per cui

1
1—c)"< — =
(1-¢)" < 24~ @
otteniamo

sup w_ <a per ogni zo € I'(g; BL.).
BR/471,($0)

Scegliamo ora ¢; tale che

K/(Sl S 47



Quindi,
R

Q(g,g+ mS;B;> C Q(g,g+ mal;B;) - Q(g,g + 47;5’@),

e di conseguenza
sup w- < a,
Q(g,9+K6;B},)
il che conclude la dimostrazione. O
Lemma 8. Sia w: By — R una funzione subarmonica tale che
0<w<l1 su B;.

Se z

H{w =0} N Biyy| > p|Biy|  per una qualche costante > 0,
allora

w<1l-c su By,

dove ¢ > 0 dipende da p e la dimensione d.

Dimostrazione. Infatti, per il teorema della media, per ogni xg € Bi, si ha

1 1 M
w(zg) < w(m)dx§7(|Bl | — p|Bs ‘): -~ 0
|B1/2| By /2(z0) |Bl/2‘ /2 /4 2d
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