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Principio del massimo di Hopf in domini C1,α

Una conseguenza delle stime C1,α di Schauder

Lemma 1. Consideriamo una matrice simmetrica a coefficienti variabili A = (aij)ij, dove:

• A(0) = Id;
• aij : Rd → R sono funzioni Hölder continue, ovvero esistono costanti C > 0 ed α > 0 tali che

|aij(y)− aij(x)| ≤ C|y − x|α per ogni x, y ∈ Rd,
per ogni 1 ≤ i, j ≤ d;
• A è limitata e uniformemente ellittica, ovvero esistono costanti 0 < ` ≤ L < +∞ tali che

` Id ≤ A(x) ≤ L Id per ogni x ∈ Rd.
Consideriamo il punto x̄ = 2ed ed il dominio Ω := B2(x̄) \B1(x̄). Per ogni r ∈ (0, 1) consideriamo la matrice

Ar(x) := A(rx),

e la soluzione ur : Ω→ R del problema

div(Ar(x)∇ur) = 0 in Ω , ur = 0 su ∂B2(x̄) , ur = 1 su ∂B1(x̄).

Allora esistono due costanti dimensionali 0 < cd < Cd ed un raggio r0 che dipende dalla matrice A tali che

cd ≤ |∇ur(0)| ≤ Cd per ogni r ≤ r0.

Hopf in domini C1,α

Teorema 2. Sia A = (aij)ij una matrice simmetrica a coefficienti variabili tale che:

• A(0) = Id;
• aij : Rd → R sono funzioni Hölder continue, ovvero esistono costanti C > 0 ed α > 0 tali che

|aij(y)− aij(x)| ≤ C|y − x|α per ogni x, y ∈ Rd,
per ogni 1 ≤ i, j ≤ d;
• A è limitata e uniformemente ellittica, ovvero esistono costanti 0 < ` ≤ L < +∞ tali che

` Id ≤ A(x) ≤ L Id per ogni x ∈ Rd.
Consideriamo il dominio Ω := B1 ∩ {xd > 0} ed una soluzione u : B1 ∩ {xd ≥ 0} → R del problema

div(A∇u) = 0 e u > 0 in B1 ∩ {xd > 0} , u = 0 su B1 ∩ {xd = 0}.
Allora, |∇u(0)| > 0.

Hopf in domini C1

Consideriamo la funzione esponenziale complesso:

E : Ω→ R2 , E(x+ iy) = ex
(

cos y + i sin y
)
,

dove

Ω := R×
(
− π

2
,
π

2

)
Sull’insieme

Ω̃ :=
{

(x, y) ∈ R2 : x > 0
}

=
{

(ρ cos θ, ρ sin θ) ∈ R2 : ρ > 0, θ ∈
(
− π

2
,
π

2

)}
,

possiamo definire il logaritmo complesso

L : Ω̃→ R2

1



2

in coordinate polari come
L(ρ cos θ, ρ sin θ) = ln ρ+ iθ.

Allora,

L : Ω̃→ Ω

è l’inversa di
E : Ω→ Ω̃.

Inoltre, siccome E è olomorfa in Ω, lo è anche L in Ω̃. Consideriamo ora la parte reale (data direttamente in
coordinate polari) della funzione z/ ln z:

u(ρ, θ) = Re
(ρ cos θ + iρ sin θ

ln ρ+ iθ

)
=
ρ ln ρ cos θ + ρθ sin θ

(ln ρ)2 + θ2
= ρ

ln ρ cos θ + θ sin θ

(ln ρ)2 + θ2
,

ed il dominio

D :=
{

(ρ cos θ, ρ sin θ) : 0 < ρ <
1

2
, −π

2
< θ <

π

2
, ln ρ+ θ tan θ > 0

}
.

Allora:

• u è armonica e positiva in D;
• u(0) = 0;
• u è continua su D̄;
• u è differenziabile su D̄ \ {(0, 0)};
• u è differenziabile in (0, 0) e |∇u| = 0.
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