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Teorema di Serrin

TEOREMA DI SERRIN

Teorema 1 (Serrin). Sia Q C R? un aperto limitato con frontiera di classe C? e sia w: Q — R la soluzione di
—Aw=1 in €, w=0 su O090.
Se w € C%(Q) ed esiste una costante c € R tale che
[Vw| =c su 09,
allora Q ¢ una palla: Q = B,(z¢) per qualche o € R e 1 > 0.

1
w(z) = ﬁ(rz — |z — z0[?) per ogni x € Br(x0).

Lemma 2. Sia g: (=T,T) — R una funzione di classe C? tale che g(0) = ¢’(0) = 0 e siano
Q::{(x,y)G]R2 : 7T<x<T,y>g(:c)} e I‘::{(:c,g(glc))ER2 : 7T<x<T}.
Sia
u: QUL - R

una funzione non-negativa e di classe C? su QUT tale che:

u=0 e [Vu| =1 su r.
Allora,

9,u(0,0) =0, 9,u(0,0)=1, 0yu(0,0)=0.

Dimostrazione. Siccome

u(z,g(x)) =0 perogni ze€ (-T,7T),
abbiamo che

0= 0 |ule,9(@))] = duu(z.g(2)) +¢'(@)0,u(w, g(a)).

Siccome ¢/(0) = 0, otteniamo che 9,u(0,0). Di conseguenza d,u(0,0) = 1. Analogamente
0 = 050 [ula, g())]
= 0. [0,u(z, () + ¢'(@)0,u(w, g(a))]
= Outi(2, (1)) + 29" (2)Dyu(z, 9(2)) + (' (2))*Oyyu(z, g()) + ¢" (x)0yu(z, g(x)),

e quindi
0 = 94,u(0,0) + ¢” (0)d,u(0,0).
Ora, siccome
l=—o——(—4'(2),1) - (Opu(z, g(x)), Oyulx, g())),
derivando in z = 0, otteniamo

a (g/(x)amu(mvg(x)) - 8yu(mv g(x))) = gll(o)amu(oa 0) - axyu(ov 0)7

0:%

z=0
e di conseguenza,

Oy u(0,0) = 0.



PRINCIPIO DEL MASSIMO DI HOPF

Lemma 3. Siano B, C Br C R?. Allora esistono due costanti C >0 e o > 0 tali che la funzione
U(X) — C«(efa\XF . €—QR2)

¢ soluzione di
Au>0 in Br\B,, u=0 su OBpg, u=1 su 0B, .

Teorema 4 (Hopf in domini C?). Sia B.. la palla di raggio r e centro 0/ in RI~1.
Sia g : Bl — R una funzione di classe C? su B, tale che

g(0") = [V g(0)] =0 e —r<g(@)<r perogni x' € B..
Definiamo
Q= {(l’/axd) € B x(-n7) : g > 9($/)} e TI:= {(x',xd) € Bl x (—=r,r) : xg= g(x')}.

Siau: QUT — R una funzione positiva e tale che

Au=0 in Q, u>0 su I, u(0’,0) = 0.
Se u é differenziabile in (0',0), allora
ou
—(0',0) > 0.
axd( ’ ) >

NON DEGENERAZIONE DELLE SOLUZIONI IN DOMINI CON ANGOLO

Esercizio 5. Sia 2 il dominio
Q:{(x,y)€R2 s x>0, y>0, 562—|—y2<4}7
e sia u: 2 — R una funzione tale che
Au=0 in €, u>0 in Q u=0 su 002N Bj.
Allora, per ogni R < 1, si ha che
22

U(I7l’) > Cdu(Ra R) R2

per ogni x € (0, R),

dove Cgq > 0 € una costante dimensionale.

Lemma 6. Sia R > 0 e sia Q2 il dominio
Q= {(m) ER? : (x—R2+y*<R? 22+ (y—R)2 < 32},
e sia u: Q2 — R la funzione
u(r,y) = (e_a((m_R)Q"’yz) — e_aR2> (e_a(m2+(y_R)2) — e_O‘RQ).
Allora:
o u>01in )
o u(z,x) = e 20 (2aR)%a? + o(2?);

e esistono o > 0 e d > 0 tali che
Au >0 in BsN.



Dimostrazione. Sviluppando Au in (0,0), otteniamo

2R Ay(z,y) = A [(eMR—W”yZ) - 1) (62%3—&(%%2) - 1)}
—A [(Q(MR “a(z? +y?) + 2a2x2R2) (2ayR —alz? + ) + 2a2y2R2)} +o(v22 + 37)
= 2Ra*A [y( —(2* + ) + 2ax2R2) + a:( — (2 +yH) + 2ay2R2>} +o(y/22 + y?)
- 2Ra3A[ — 2 — P + (2%y + y22)(2aR? — 1)} +o(v22 + 12)
- 2Ra3( — 6z — 6y + (2y + 22)(2aR? — 1)) +o(va? + 12)
= 4Ro’(z + y)( — 3+ (2aR? - 1)) +o(Vz2 +y2)
= 8Ra’(z + y)(aR? — 2) + o(\/22 + y2).

Scegliendo o = 4R~2, abbiamo la tesi.

Proposizione 7. Siano

f:(—e,e) =R e g:(—e,¢) =R
due funzioni di classe C? tali che

f(0) = g(0) = f'(0) = g'(0) = 0.

Siano Q. = (—¢,¢) X (—¢g,¢) e

Q:= {(%y) €Q: : y=flx), x> g(y)}«
Sia u una funzione tale che

Au=0 in QNQ., u=0 su 9OQNQ-..
Allora esistono due costanti ¢ > 0 e § > 0 tali che
u(z, ) > cx®  per ogni x € (0,6).

Dimostrazione. Segue dal lemma precedente.
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