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Teorema di Serrin

Teorema di Serrin

Teorema 1 (Serrin). Sia Ω ⊂ Rd un aperto limitato con frontiera di classe C2 e sia w : Ω→ R la soluzione di

−∆w = 1 in Ω, w = 0 su ∂Ω .

Se w ∈ C2(Ω) ed esiste una costante c ∈ R tale che

|∇w| = c su ∂Ω,

allora Ω è una palla: Ω = Br(x0) per qualche x0 ∈ Rd e r > 0.

w(x) =
1

2d

(
r2 − |x− x0|2

)
per ogni x ∈ Br(x0).

Lemma 2. Sia g : (−T, T )→ R una funzione di classe C2 tale che g(0) = g′(0) = 0 e siano

Ω :=
{

(x, y) ∈ R2 : −T < x < T, y > g(x)
}

e Γ :=
{

(x, g(x)) ∈ R2 : −T < x < T
}
.

Sia
u : Ω ∪ Γ→ R

una funzione non-negativa e di classe C2 su Ω ∪ Γ tale che:

u = 0 e |∇u| = 1 su Γ .

Allora,
∂xu(0, 0) = 0 , ∂yu(0, 0) = 1 , ∂xyu(0, 0) = 0.

Dimostrazione. Siccome
u(x, g(x)) = 0 per ogni x ∈ (−T, T ),

abbiamo che

0 = ∂x

[
u(x, g(x))

]
= ∂xu(x, g(x)) + g′(x)∂yu(x, g(x)).

Siccome g′(0) = 0, otteniamo che ∂xu(0, 0). Di conseguenza ∂yu(0, 0) = 1. Analogamente

0 = ∂xx

[
u(x, g(x))

]
= ∂x

[
∂xu(x, g(x)) + g′(x)∂yu(x, g(x))

]
= ∂xxu(x, g(x)) + 2g′(x)∂xyu(x, g(x)) + (g′(x))2∂yyu(x, g(x)) + g′′(x)∂yu(x, g(x)),

e quindi
0 = ∂xxu(0, 0) + g′′(0)∂yu(0, 0).

Ora, siccome

1 ≡ 1√
1 + (g′(x))2

(
− g′(x), 1

)
·
(
∂xu(x, g(x)), ∂yu(x, g(x))

)
,

derivando in x = 0, otteniamo

0 =
∂

∂x

∣∣∣
x=0

(
g′(x)∂xu(x, g(x))− ∂yu(x, g(x))

)
= g′′(0)∂xu(0, 0)− ∂xyu(0, 0),

e di conseguenza,
∂xyu(0, 0) = 0.
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Principio del massimo di Hopf

Lemma 3. Siano Br ⊂ BR ⊂ Rd. Allora esistono due costanti C > 0 e α > 0 tali che la funzione

u(X) = C
(
e−α|X|

2

− e−αR
2
)

è soluzione di

∆u ≥ 0 in BR \Br , u = 0 su ∂BR , u = 1 su ∂Br .

Teorema 4 (Hopf in domini C2). Sia B′r la palla di raggio r e centro 0′ in Rd−1.
Sia g : B′r → R una funzione di classe C2 su Br tale che

g(0′) = |∇x′g(0′)| = 0 e − r < g(x′) < r per ogni x′ ∈ B′r.

Definiamo

Ω :=
{

(x′, xd) ∈ B′r × (−r, r) : xd > g(x′)
}

e Γ :=
{

(x′, xd) ∈ B′r × (−r, r) : xd = g(x′)
}
.

Sia u : Ω ∪ Γ→ R una funzione positiva e tale che

∆u = 0 in Ω , u ≥ 0 su Γ , u(0′, 0) = 0.

Se u è differenziabile in (0′, 0), allora
∂u

∂xd
(0′, 0) > 0.

Non degenerazione delle soluzioni in domini con angolo

Esercizio 5. Sia Ω il dominio

Ω =
{

(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0, x2 + y2 < 4
}
,

e sia u : Ω→ R una funzione tale che

∆u = 0 in Ω, u ≥ 0 in Ω, u = 0 su ∂Ω ∩B1.

Allora, per ogni R ≤ 1, si ha che

u(x, x) ≥ Cdu(R,R)
x2

R2
per ogni x ∈ (0, R),

dove Cd > 0 è una costante dimensionale.

Lemma 6. Sia R > 0 e sia Ω il dominio

Ω =
{

(x, y) ∈ R2 : (x−R)2 + y2 < R2, x2 + (y −R)2 < R2
}
,

e sia u : Ω→ R la funzione

u(x, y) =
(
e−α

(
(x−R)2+y2

)
− e−αR

2
)(
e−α

(
x2+(y−R)2

)
− e−αR

2
)
.

Allora:

• u > 0 in Ω;

• u(x, x) = e−2αR
2

(2αR)2x2 + o(x2);

• esistono α > 0 e δ > 0 tali che

∆u > 0 in Bδ ∩ Ω.
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Dimostrazione. Sviluppando ∆u in (0, 0), otteniamo

e2αR
2

∆u(x, y) = ∆
[(
e2αxR−α(x

2+y2) − 1
)(
e2αyR−α(x

2+y2) − 1
)]

= ∆
[(

2αxR− α(x2 + y2) + 2α2x2R2
)(

2αyR− α(x2 + y2) + 2α2y2R2
)]

+ o
(√

x2 + y2
)

= 2Rα2∆
[
y
(
− (x2 + y2) + 2αx2R2

)
+ x
(
− (x2 + y2) + 2αy2R2

)]
+ o
(√

x2 + y2
)

= 2Rα3∆
[
− x3 − y3 + (x2y + y2x)(2αR2 − 1)

]
+ o
(√

x2 + y2
)

= 2Rα3
(
− 6x− 6y + (2y + 2x)(2αR2 − 1)

)
+ o
(√

x2 + y2
)

= 4Rα3(x+ y)
(
− 3 + (2αR2 − 1)

)
+ o
(√

x2 + y2
)

= 8Rα3(x+ y)(αR2 − 2) + o
(√

x2 + y2
)
.

Scegliendo α = 4R−2, abbiamo la tesi. �

Proposizione 7. Siano
f : (−ε, ε)→ R e g : (−ε, ε)→ R

due funzioni di classe C2 tali che
f(0) = g(0) = f ′(0) = g′(0) = 0 .

Siano Qε = (−ε, ε)× (−ε, ε) e

Ω :=
{

(x, y) ∈ Qε : y ≥ f(x), x ≥ g(y)
}
.

Sia u una funzione tale che

∆u = 0 in Ω ∩Qε , u = 0 su ∂Ω ∩Qε.
Allora esistono due costanti c > 0 e δ > 0 tali che

u(x, x) ≥ cx2 per ogni x ∈ (0, δ).

Dimostrazione. Segue dal lemma precedente. �
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