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Soprasoluzioni, sottosoluzioni e teorema della media

SOPRASOLUZIONI E SOTTOSOLUZIONI

Definizione 1. Siano Q un aperto in R%, w € HY(Q) e f € L*(Q). Diciamo che
Au+f>0 in Q

)

se per ogni p € HY(Q), ¢ >0 su Q, si ha

7/ Vu-Vgod:c+/ fedz > 0.
Q Q
Analogamente, diciamo che

Au+ f<0 in Q,
se per ogni p € HY(Q), ¢ >0 su 2, si ha

— | Vu-Veodz+ [ fedr <O0.
Q Q

APPROSSIMAZIONE DI SOPRASOLUZIONI E SOTTOSOLUZIONI

Fissiamo una funzione ¢ € C°(RY) tale che

$>0 su R?, =0 in R\ B, / o(z) de =1,
R4
e tale che
¢(x) = ¢(—x) per ogni z € R
Per ogni € > 0 definiamo la funzione
1
0-(2) = —0(0/2).
Allora,

6. cCX[RY), 6.20 su R, 6.—0 in R%\B, /oss(x
Rd

ed e tale che
be(z) = ¢po(—x) per ogni z € R
Dati un aperto Q C R% ed un 6 > 0, definiamo
05 = {x €Q : Bslx) C Q} - {3: cQ : dist(z, Q) > 5}.

Date
una funzione u € L},.() e due costanti 0 < e < 4,

definiamo la convoluzione

come

E noto che, fissato ¢,

)dz =1

e La funzione u * ¢, : 25 — R & continua (per il teorema della convergenza dominata).

e La funzione u * ¢. : Qs — R & differenziabile su s e

0; (u * ¢5) = u* 0j¢e.
e La funzione u * ¢, : Qs — R & C° su Q.
e Se u € H'(Q), allora
9j(u* ¢c) = (Oju) * Pe.
Inoltre, fissato § > 0,

u % ¢ converge da u fortemente in H'(Qs), per € — 0.
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Proposizione 2. Sia Q un aperto in R?. Siano f € L?(Q) e u € H(9).
Fissate due costanti 0 < & < §, abbiamo che:

(1) Se Au+ f >0 inQ, allora A(ux @)+ f*¢e >0 in Qs.
(2) Se Au+ f <0 Q, allora Aux )+ f* ¢ <0 in Qs.

Dimostrazione. Dimostriamo (1). Sia ¢ € C°(€s) una funzione non-negativa. Allora,

- V(u*@)-Vgpdm—&-/ (f x ¢ )pdx

Qs Qs

= —/95 ((Vu)*quE) ~V<pdw+/ﬂé(f*¢a)<ﬂd$

,//VU(y)fi)s(a: — ) - Vo(z)dy dz + //f(y)¢s(x — y)ely) dy do
_//Vu(y)¢>s(y 1) V(r)dyde +//f(y)¢€(y o) dyda

_ /w Vo o)y dy+/f (% 62) () dy,

dove abbiamo usato che ¢ x ¢. € C°(Q2). Ora, siccome ¢ e ¢. sono entrambe nonnegative, anche p * ¢, &
nonnegativa. Quindi, per ipotesi

/Vu V(g # 6e)(y dy+/f (% 62)(y) dy > 0,
e dunque Au + f > 0. O

TEOREMA DELLA MEDIA

Lemma 3. [Funzioni regolari] Sia @ una funzione di classe C? su Br. Allora, per ogni 0 <r < R si ha

0 1

— = A d

ar |:]£BT ¢:| dUJd'f'dil /BT 30(1') X
Dimostrazione.

o o[ 1 )
E |:]{93T @:l B E l:dwd /331 QO(?"Q) d9:| = m o, 0 - VS@(T@) do

= ; * d—1

 dwgrd—! /837‘ || Vo(z)dH ™ (x) = dogrd— 1/ Ap(x)dz. O

Proposizione 4. Siano Q un aperto di R%, uw € H'(Q) e f € L*(Q).
(1) Se Au+ f >0 in Q, allora

R
1
][ u —][ u > / —— —/ flz)dx | ds per ogni B, (z¢) C Br(zo) € Q.
9B (w0) 9B, (z0) r o dwgs B.(z0)
(2) Se Au+ f <0 inQ, allora

R
1
][ u —][ u < / —— —/ fx)dz | ds per ogni B, (z9) C Br(zg) € Q.
8B (x0) OB, (x0) r dwas Ba (o)

Dimostrazione. Dimostriamo (1). Consideriamo la funzione u * ¢.. Siccome Br(xg) C €, la funzione u * ¢, &
definita su Bgr(zg) per € abbastanza piccolo e

u* ¢, — u fortemente in  H'(Bg(xo)).

Inolte, applicando Lemma 3 alla funzione u * ¢., otteniamo che

R
1
u*gbf][ u*gbZ/i_f/ f*o)(x)dr | ds.
][QBRW e f o wtez | dwdS“( o)

Passando al limite per R — 0, otteniamo la tesi. g



Proposizione 5. Siano Q un aperto di R?, uw € H'(Q) e f € LP(Q) per un qualche p > /2.
(1) Se Au—+ f >0 in Q, allora per ogni xo € Q esiste il limite
1

Loo) = iy [ uta)

e si ha che
1B, / ) dx — u(xo) > —Capllfll o ",
(z0)
dove Cyqp € una costante che dipende soltanto da d e p.
(2) Se Au+ f <0 in Q, allora per ogni xy € Q esiste il limite
1
L(xg) = lim — u(x) dz,
(o) = P18 Lo (z)
e si ha che
1 Q—d/p
B u(@) dz —u(xo) < CaplfllLe@r™ """,
|BT| BT(x(J)

dove Cq,p, € una costante che dipende soltanto da d e p.

Dimostrazione. Dimostriamo (1). Usando la proposizione precedente, abbiamo che

R
1
u— uz/ o —/ f(z)dx | ds
]éBR(m ]gBT(wo) r dwas? 1( B, (o)

: ; 1-1/p
=" . W||f“LP(Q)IBS| ds

vy [T
2_||f||L (Q)/ s ds

1 d—1
dwd/P o

_ Pl||{||m<9> (Rz—d/p _ rz-d/p).
dw/"(2p — d)

In particolare, la funzione
T U+ 4p1||/f“Lp(Qf) r2=
9B, (o) dw,/"(2p — d)
& crescente in r e quindi esiste il limite
L(z) = lim ( ][ u+ 7@‘/””(9) RQ‘d/p)
=0\ JoB, (z0) dw,"(2p — d)

Di conseguenza, si ha anche

L(zp) = lim u,
=0 /9B, (z0)
e
(1) ][ ue Leo) > DU,
dB,(z0) dw,/"(2p — d)

per tutti gli R > 0 tali che B,.(x) C Q. Integrando in r € [0, R], otteniamo che
L(zp) = lim U.
r—0 BT(xO)
In particolare, possiamo definire © ovunque in 2 come
u(zp) = lim u.
r—0 Br(x())

Integrando anche (1), si ottiene

F o utan) 2 ~Capl w7
Br(wo)

per tutti gli R > 0 tali che B,(xq) C Q.



