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Funzioni Lipschitziane

DUE DEFINIZIONI EQUIVALENTI

Ricordiamo la seguente definizione.

Definizione 1. Data u € L?(R%), diciamo che u € H'(R?) se esistono vy, ...,vq € L2(R?) tali che
0jp(z)u(x) dr = —/ o(z)v;(z) de per ogni @ € C°(RY).
R R?

Definiamo inoltre le derivate parziali ed il gradiente in senso debole di u come:
0ju 1= v; e Vu = (01u,...,0qu).

Inoltre, ricordiamo che data una funzione u € H'(R?), esiste una successione ¢,, € C2°(R?) tale che

d
Tim (/Rd fu— %Pdﬁ;/w 00— Dy di) = 0.

Lemma 2. Sia u € L?(R%). Se esistono due costanti C > 0 e € > 0 tali che
[u(z +y) —u(@)llrzrs < Clyl  perogni [y| <e,
allora uw € H'(R?) e per ogni j =1,...,d si ha 105ull L2 ®ay < C.

Dimostrazione. Per ogni j € {1,...,d} ed ogni ¢ € C>(R?) definiamo

Life) = [ u(@)dypla) da.

Osserviamo che, per il teorema della convergenza dominata, si ha

/ u(z)0;p(x) de = tlg%% u(z)(p(x +tej) — () dz.
Ra R4

Di consegueza,

L@ <| [ wwdyetoras| =t |3 [ ate)(plo +165) - plo)) d
= }1_% %/}Rd (u(gc —te;) — u(x))go(x) dz| < Cllo|l 2 (ray-

Quindi L; si pud estendere ad un funzionale lineare limitato su L?(R?). Esiste quindi una funzione v; € L?(R9)
tale che per ogni p € C°(R?)

/]Rd dyplr)u(z) dv = — /Rd p(2)v () dr.

Lemma 3. Sia u € H*(R?). Allora,
u(z +y) — u(@)| 2 @®e) < WVl L2 (®a) per ogni y € R%

Dimostrazione. Fissiamo y € R? e consideriamo una funzione ¢ € C2°(R%). Allora,

1 2 1 1
/ y-Vele +ty)dt| < / ly - Vola + ty)? dt < |yl / Vol?(x + ty) dt.
0 0 0

lp(x +y) — @(z)> <

Integrando in = € R? e usando il teorema di Fubini, otteniamo

1
/ oz + 1) — p(@)? dz < |yl / / Vol2(z + ty) dt de
]Rd Rd 0

1
b [ [ 1VeP st dedi =1y [ (90 de

Siccome C2°(R%) & denso in R¢, abbiamo la tesi. O



LE FUNZIONI LIPSCHITZIANE A SUPPORTO COMPATTO SONO SOBOLEV
Proposizione 4 (Lipschitz = Sobolev). Siano Br C R? ed u : R* — R una funzione lipschitziana supportata
in Bgr con costante di Lipschitz L > 0,
ju(z) —u(y) < Lle -yl perogni  z,y € RL.
Allora, uw € H'(R?).
Dimostrazione. Dato € > 0, abbiamo che
lu(@ +y) = u(@)llz@a) < [Bree|?Llyl  perogni [yl <e.
Quindi, per Lemma 2, abbiamo che u € H'(R%). O

LE FUNZIONI LIPSCHITZIANE CON GRADIENTE DEBOLE IN L® SONO SOBOLEV

Proposizione 5. Sia u € H'(R?). Se |Vu| € L=(R?), allora u ¢ Lipschitziana e
u(z) — u(y)| < [[Vullpe@ale -yl perogni  z,y R

Dimostrazione. Siano g,y € R?. Fissiamo un raggio 7 > 0 e calcoliamo

1 1 1

u(z) de —
|Br| JB,.(20) |Br| J B, (yo) | By |

u(x) dz| <

/BT ‘u(mo + ) —u(yo + x)|dx

1 1
< 37/ / |zo — yol [Vul(yo + t(zo — yo) + @) dt dx
|Br| /5, Jo
< Ljz —yl.
Quindi, per ogni coppia di punti di Lebesgue, g, yo, abbiamo
[u(zo) — u(yo)| < Llzo — yol-
Infine, oserviamo che possiamo definire v in un punto qualsiasi z € R% come
= 1.
u(z) = Jim (o)

dove z,, ¢ una successione di punti di Lebesgue che converge a z. 0

GRADIENTE DEBOLE E GRADIENTE CLASSICO DI UNA FUNZIONE LIPSCHITZIANA

Proposizione 6. Supponiamo che u : RY — R sia una funzione Lipschitziana e tale che v € H'(R?). Sia Vu
is gradiente in senso debole di u. Allora, per quasi ogni xo € R% si ha che:

(i) o € un punto di Lebesque per tutte le derivate parziali debole Oy, Oau, . . ., Dgu;
(ii) w é differeniabile in xq ed il gradiente diu in senso classico coincide con il gradiente debole coincidono:
1
u(z + xo) = u(xo) + x - Vu(zo) + o|z]) dove Vu(zg) := lim —— Vu(z) d.

r—0 ‘BT| By (z0)

Dimostrazione. Per il teorema di Rademacher abbiamo che u & differenziabile in quasi-ogni zo € R?. Per il
teorema di Lebesgue invece quasi-ogni punto ¢ un punto di Lebesgue per Vu. Rimane da dimostrare che se xg
¢ un punto di Lebesgue per Vu nel quale u ¢ differenziabile, allora il gradiente distribuzionale di u coincide con
quello classico. Per semplicita, supponiamo che V' = (vy,...,v4) € R? sia un vettore tale che

u(x + x0) = u(zo) + -V + o|z]),

mentre useremo Vu solo per indicare il gradiente debole di u.
Supponiamo che xg = 0. Sia ¢ una funzione in C2°(R?) tale che

/(p(m)dle, =0 in R\ By, =1 in B, 0<p<1 in B\ B;.
R4

Definiamo inoltre la funzione

or(z) = —gol/r).



Allora, sicome
. 1
ll_r% B /B,‘ |0;u(x) — 0;u(0)| dx =0,

abbiamo che

lim [ on(z) (aju(x) - 8ju(0)) dz = 0.

r—0 Rd

Ora, par la definizione di gradiente in senso distribuzionale, abbiamo che

/R (@) (aju(a:) - aju(o)) dx = /R | pr(@)0u(z) de — 0;u(0)
_— / Ogpr(a)u(e) do — 0;u(0)

—— [ @/t de - 00

_ /B L (@50)w)ulry) dy — 05u(0)

r

— [ @aw ™= 4y - 0,u0

Ora, siccome u ¢ differenziabile in 0

o [0~ u0)
YyEDB>

tende a zero per r — 0. Di conseguenza, passando al limite,

-/, Ojp(y)y - V dy = 0;u(0),

]

e integrando per parti,

w= [ ewmdy= [ o0 (V)=o)

il che conclude la dimostrazione. O
Come corollario, otteniamo la proposizione seguente.

Teorema 7. Siano e Q due aperti limitati in R?. Sia

B = (By,....g): Q=
una mappa Lipschitziana con inversa _
U= (Ty,..., 00— Q
lipschitziana. Allora, per ogni v € HL(Q) si ha che uo ® € HE(Q) e vale la formula
V(uo ®) := DO[Vu(®)] quasi-ovunque su §)

dove
51U 81(1)1 81(I)d

Vu := e Do = : . :
8du 8d<1>1 . 6d<I>d
Dimostrazione. Osseviamo che se u € Cfo(ﬁ), allora uwo ® ¢ Lipschitz ed ha supporto strettamente contenuto in
Q. Di conseguenza, uo ® € H}(Q). Inoltre, siccome u, ® e uo ® sono differenziabili quasi-ovunque, la formula
V(1o ®) = DO[Vu(®)]
vale quasi-ovunque in 2. Sia ora, u, una successione di funzioni in C2°() che converge a u € H} (€) fortemente
in H' e piuntualmente in Q. Allora, usando il cambio di variabile y = ®(z), abbiamo che

[ un(@(0) = (@@ i = [ o) = wn(0) | det( DU ()|
Q Q

Di conseguenza, u, o ® & di Cauchy in L?(Q2). Siccome u,, o ® converge puntualmente a u o ®, abbiamo che

Upo® — uo® fortemente in  L*().



4

Analogamente, usando la notazione

d d
1AIE =D ab,

i=1 j=1
per una qualsiasi matrice

abbiamo che
|Av| < ||All2|v] per ogni v € RY,
e quindi

/QIDCI’(x)Vun(‘I’(JU)) — DO(2)Vu(®(2))|* do < IID‘I’H%/Q [V (®(2)) = Vu(®(2))|* dz

= IID‘I’H%/K~2 Vun(y) = Vu(y)[* | det(D¥(y))| dy,

e quindi anche D®Vu,, (®) converge fortemente a DOVu(P). Quindi uo® & Sobolev e V(uo®) = DOVu(P).

O



