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Cambio di coordinate e soluzioni di problemi in forma divergenza

CAMBIO DI COORDIANTE LIPSCHITZ

Siano Q e Q due aperti limitati in R%. Sia
D= (By,...,0q): Q= Q
una mappa Lipschitziana con inversa

U= (..., 0,): Q- Q

lipschitziana. Allora, data una qualsiasi funzione Lebesgue integrabile F' : Q — R, anche la funzione F o ® :
Q0 — R e Lebesgue integrabile e si ha

[ Fayde= [ F(aw) |det Do) dy
Q Q

dove useremo la convenzione

"h® ... hPg

Do = : :

01 ... Dady

Ricordiamo inoltre che per ogni v € HE (), la funzione v o ® € HZ () e vale la formula
V(uo ®) = D®[Vu(®)] in

dove ricordiamo che per convenzione i gradienti sono vettori colonna.

UNA SOLUZIONE SU 2

Sia A una matrice simmetrica a coeflficienti variabili dati da funzioni reali e misurabili
Qjj - 0 — R.
Supponiamo inoltre che A sia uniformemente limitata ed ellittica, ovvero che esistono due costanti 0 < £ < L <
+oo tali che
(Id < A(z) < LId per ogni z €.

Siano inoltre F': Q — R? un campo vettoriale F' € L2(;R9) e f € L%(Q) una funzione.
Sia u € H(2) una soluzione debole di

—div(AVu) =divF + f in

/ Vo(x (x)dx = —/QV¢(.Z‘)~F(£L‘) dm—l—/ﬂf(m)tﬁ(x) dx

nel senso che

per ogni ¢ € H}(2)

CAMBIO DI COORDINATE

Sia v € H'(€) una funzione definita come

Allora, per ogni ¢ € Ho( ), abbiamo

/ﬁV(gpo@)(a:yA( e da:—/V 00 ®)(x) - A(z)V(v o B)(z) do



2

Usando il cambio di coordinate y = ®(x) (quindi z = ¥(y)), si ottiene
/NV(@ o ®)(x) - A(x)Vu(z)dex = /NVQO(‘I)(.I)) . (D@(x)tA(x)DQ(x))Vv(@(x)) dx
Q Q

= | Vely) - (D2(W () AW ) DB (y)) ) Vo(y) | det DU ()] dy

= | Vel A(y)Vo(y) dy,

dove
A(y) == | det DU (y)| DR(W(y))" A(T(y)) DD(T(y)),

¢ una matrice simmetrica, a coefficienti variabili ed uniformemente ellittica su €.

Analogamente,
/~ V(po®)(x)  F(z)dex = /~ DO (z)Vo(P(z)) - F(x)dx
Q Q
= /ﬁVgp(q)(x)) - D®(x)'F(x)dx
= [ Vetw) - DR () (W) | det DY) | dy
— [ Vetw) 6w v
Q

dove G: Q — R ¢ il campo vettoriale
G(y) == |det DU (y)| DL (L (y))" F(L(y)).

Infine,

[ﬂﬂmﬂmm=/w@ﬂMWMMDwm@
< Q
= / o(y)g(y) dy,
Q

dove la funione g : Q — R ¢ data da
9(y) := [ det DU (y)| f(L(y))-

In conclusione v ¢ soluzione di B B
—div(AVy) =divG+g in Q.

RADDRIZZAMENTO DEL BORDO DI UN DOMINIO LIPSCHITZ

Siano ora D’ un aperto limitato in R?~! e
n:D =R
una funzione Lipschitziana. Definiamo i domini

0= {(x,y)eD’xR : y>77(m’)} e Q= {(x,z)éD’xR : z>0},

e le funzioni
O(x,y) = (x,y — n(x)) e U(z,z):= (m, z+ 7](3:))

Allora,
det DU (z,2) =1,
dove
1 ... 0 =0in(z)
DO (z,y) =
1 —0q-1n(x)

0 ... 0 1



In particolare,

1 0 0 1 ... 0 -
—oun(z) dg_an(z) 1 0 0 1
e L 0 0\ [Fi(zz+n)
Glz,2) = o 1 0 Fz(x’zfn(ﬁ)) e g(x.2) = f(z, 2 +1(x)).
“ou(z) ... —den(@) 1) \Fale,z+n()

In particiolare, se u € una funzione armonica in €2, allora v € una soluzione di

—div(AVv) =0 in €,

dove
1 0 —0in(x)
Az, 2) = : B
0 1 —0g—11(x)
—om(x) ... —Oq-n(z) 1+[Ven(z)

ESTENSIONI DISPARI

Siano ora D’ un aperto limitato in R4~ e

Q::{(x7y)eD’xR : y>0} e Q::{(x,z)eD’x]R : z<0},

e le funzioni
®(z,y) = (z,—y) e U(z,2) = (z,—2).
Sia u € H*() una soluzione di
—div(AVu) =divF+ f in Q.
Allora, la funzione
v(z, 2) = —u(x, —2),
& una soluzione di

—div(AVv) =divG+g in ©Q,

dove
1 ... 0 O 1 ... 0 O
zzlvx,z: Alx, —z : . : ,
(z,2) o ( ) o
0 0 -1 0 0 -1
mentre
_Fl(aj?_z)
—FQ(Z‘,—Z)
G(xaz) = € g(x,z) = _f(xa —Z).
—Fd,l(x,—z)
Fd(xv_z)

Osserviamo inoltre che se u(x,0) = 0, allora la funzione
ulzr,y se Yy > 07
we,y) = § ")
7U(£L', 7y) se Yy < Oa

¢ soluzione debole di
—div(A"Vw) =divH +h in D' xR,



dove

’ G(z,y) se y<O0, ’ g(z,y) se y <O,

REGOLARITA DELLE FUNZIONI ARMONICHE IN DOMINI LIPSCHITZIANI

Raddrizzando il bordo e riflettendo la soluzione in modo dispari, possiamo ottenere il teorema seguente come
conseguenza della regolraita interna delle soluzioni.

Teorema 1. Sia  un aperto limitato in R® con bordo Lipschitz. Sia ¢ : R4 — R una funzione Lipschitiana.
Allora, la funzione u € H* (), soluzione debole di

Au=0 in Q, u=¢ su 09,
¢ in C%%(Q) per un qualche o > 0.



