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Soluzioni deboli del problema di Poisson

SOLUZIONI DEBOLI E FORMULAZIONE VARIAZIONALE

Definizione 1 (Soluzioni deboli). Sia Q un aperto limitato in R? e sia f € L?(). Diciamo che la funzione
u € HE(Q) ¢ soluzione debole di

-Au=f in Q, u € Hy(Q),
se

/ Vu-Vedr = / f(z)pdx per ogni © € Hi(Q).
Q Q

Proposizione 2 (Formulazione variazionale). Sia Q un aperto limitato in R? e sia f € L*(Q). Data una
funzione u € H}(Q) sono equivalenti:

(1) u ¢ soluzione debole di
—Au=f in Q, u € Hy(Q);
(2) per ogni v € H}(Q) si ha

1/ \Vu\zda:f/ufdxgl/|Vv|2dzf/vfd$.
2 Ja Q 2 Jo Q

Dimostrazione. Dimostriamo prima che (1) implica (2). Sia v € H}(Q) una funzione qualsiasi. Poniamo
¢ = v — u. Di conseguenza,

1 1
7/ \Vv|2dx—/vfdx:7/ \V(u+<p)\2da:—/(u+<p)fdx
2 Ja 0 2 Ja Q

= <;/Q|Vu|2dx—/ﬂufdﬂc>+/ﬂch|2dx+</QVu~Vgodx+/Qg0fdx)
_ <;/Q|Vu|2dx—/ﬂufdx) +/Q\V<p|2dx
> (;/Q|Vu|2dac—/ﬂufdx>.

dove, abbiamo usato che siccome u & soluzione debole e p € H}(Q),

/Vu~V<pdm+/<pfdac:O.
Q Q

Dimostriamo ora che (2) implica (1). Fissiamo una funzione ¢ € H}(Q) e per ogni t € R consideriamo il
competitore vy := u + tp. Allora,

1 1
f/ |Vu|2dac—/ufdx§7/|Vvt|2dx—/vtfdx
2 Ja Q 2 Ja Q

:%/Q|V(u+t<p)|2dl“—/ﬂ(u+t<?)fdx

1 2
(/ |Vu2dx—/ufdx)+t/ |w|2dx+t</ Vu-Vgpdw—l—/gofdx).
2 Q Q 2 Q Q Q

Siccome la disuguaglianza deve essere vera per ogni t € R si ha che

/Vu~V<pdx+/<pfdac:O. O
Q Q

ESISTENZA E UNICITA DELLE SOLUZIONI
Per dimostrare ’esistenza e 'unicita di una soluzione useremo la disuguaglianza di Poincaré.

Teorema 3 (Disuguaglianza di Poincaré). Sia Q un aperto limitato in R%.
Allora esiste una costante Cq > 0 tale che

/ ©*(x) dx < CQ/ |Vol|?dz  per ogni ¢ € Hy(S).
Q Q
1



2

Proposizione 4 (Unicita della soluzione). Sia Q un aperto limitato in R? e sia f € L*(Q). Siano u € H}(Q)
ev € HY(Q) due soluzioni deboli di

—-Au=f in Q, u € Hy(Q).
Allora uw = v.

Dimostrazione.

/Q\V(u—v)|2dx:/QVU-V(u—v)dw—/QVU-V(u—v)d:E
Z/Qf(u—v)d:v—/gf(u—v)da::

Per la disuguaglianza di Poincaré, abbiamo che anche

/Q(u—v)2dx=0,

e quindi v = v in Q. O

Proposizione 5 (Esistenza di una soluzione). Sia Q un aperto limitato in R? e sia f € L?().
Allora esiste una soluzione debole u € H}(2) del problema

-Au=f in Q, u € Hy(Q).

Dimostrazione. Per ogni funzione ¢ € H}(Q2), definiamo

—5 [ ek [ f@ypds.

I:=inf {J(@) Cpe H&(Q)}.

Osserviamo che I < 0. Infatti, siccome la costante 0 ¢ nello spazio H{(f2), si ha che

Consideriamo anche

I<J(0)=
Sia ora u, € Hg(£) una successione di funzioni in Hg () tale che
lim J(u,)=1I.
n—oo

Possiamo supporre che
J(up) <0 perogni n>1.
In particolare,

/Q Yy |? di < 2 /Q Fun d < 20 fll 2oy lnl 22 e

Per la disuguaglianza di Poincaré, abbiamo
/Q|Vun|2 dr < 2| fllL2@llunllzz @) < 2Callfllz2 @)l VunllL2 @)

e quindi
[Vun|[r2(0) < 2CallfllL2(0)-
Applicando di nuovo Poincaré,
[tnllz2() < CallVun |l L2() < 2C311fl L2
Quindi, la successione u, ¢ limitata in Hg(£2). Di conseguenza, esiste una sottosuccessione u,, che converge
debolmente in H}(Q) ad una certa funzione u € H}(Q). Per le proprieta della convergenza debole,

/|Vu|2dx§11minf/ |V, |? do e /ufdx: lim [ fu,, dz,

e quindi,
J(u) < lim J(uy,,)=1I.

k—oco
Abbiamo quindi dimostrato che

J(u) = min {J(go) L pe Hg(m}. 0



