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Funzioni armoniche in domini regolari - cambio di coordinate

In seguito useremo le notazioni seguenti:
e un intervallo aperto (—¢, ¢);
e una funzione continua 7 : R — R;
e Ry :=(—4¢) x(0,L);
o O, = {(x,y) <z <t, nx)<y<n(x) +L}.

FUNZIONI DI SOBOLEV IN DOMINI LIPSCHITZIANI

Proposizione 1. Siano v :Qy - R ev: Ry — R due funzioni tali che
v(,y) = u(x, n(z) +y).
Se n € WH>°(R), allora:
we Hy(Qy) < veHH(Ry).

Inoltre, valgono le sequenti formule per le derivate parziali deboli O;u e O;v:

{3111(3?7 y) = dvu(z, n(x) +y) + ' (x)0u(z, n(z) + y);
dv(z,y) = Ooul(z,n(x) + 7).

Dimostrazione. Dimostreremo che

we Hy(Qy) = wve€HJ(RY).

Step 1. Sia ¢ € C°(£24). Definiamo
U(x,y) = ez, n(z) +y).
Dimostreremo che 1) € Hi(R ) e che valgono le formule:

{am@, y) = Ovp(w,n(x) +y) + 1 (2)Daip(, () +v);
(2, y) = Oap(,1(x) + y)-
Sia 7 una successione di funzioni C*°(R) tale che

e 7 — 1 uniformemente su (—¢, ¢);

e 1) — 1 fortemente in L?(—¢,();

e csiste C' > 0 tale che |1, [[po(—¢,e) < C per ogni k > 1.
Ponendo

Ur(z,y) = (@, mk(x) +y),

sappiamo che 1, € C(£24) e che valgono le formule:

Ox(z,y) = Orp(w,ne () + y) + ni(2) 02 (z, Mk () + y);
52%(%3/) = 6280(33777’6(1‘) + y)

Osserviamo che
(2, y) = (2, y)| < ez, (@) +y) — elz,n(2) + y)|
< |02 || Lo [r () — ().
Di conseguenza la successione 1y, & di Cauchy in L>®°(R,) e L?(Ry). Analogamente
|02tk (2, y) — D2p(a, (@) + )| < [O20(z, () +y) — oo, () + y)]

< 19226l Lo [k () = ()],
1
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e quindi anche la successione dy1)y, ¢ di Cauchy in L>®(R4) e L?*(R4). Infine, calcoliamo

1 (2) D20 (2, nk () + y) — 0 (2)Dasp(, () + y)
< (@) = 7' (2)]|020(z, () + y)|
+ |73, (2)| 020 (2, mi () + ) — Do, n(x) + )|
< (@) = ' (@)] |92
+ 13 ()] e () = ()] 02260l Los -

Quindi, anche 911, & di Cauchy in L?(R,). Questo conclude la dimostrazione di Step 1. Abbiamo dimostrato
che se ¢ € C2(2), allora la funzione 9 (z,y) = ¢(z,n(x) +y) ¢ in H}(R4) e valgono le formule:

0p(x,y) = Orp(x,n(x) +y) + 1 (2)02p(w,n(x) + y);
Ooy(x,y) = Oap(x,m() +y).

Step 2. Sia u € H}(Q4). Sia Sia ¢, € C°(Q4) una successione che converge a u fortemente in Hg (24).
Consideriamo la successione

Un(2,y) = onlx, () +y).

Sappiamo che 1, € Hi(Ry) e che valgono le formule:

O1hn(,y) = Orpn(x,n(x) +y) + 1 (2)2pn(x,n(x) +y);
321%(33’ y) = 624,0”(1‘, 77(1") + y)

Ora, siccome
¢ pL
[ 1w m= [ [ lenten@) + )~ onenta) + ) dedy
Ry o Jo

= [ loale) — pmla ) dedy,
Q4

abbiamo che 1),, ¢ di Cauchy in L?(R,). Analogamente,

¥/ L
/ (s — Datom 2 = / / (Oa0m (@, 1(2) + 1) — Oapm (@, n(x) + )2 da dy
Ry o Jo

=/Q 0200 (2, y) — O2pom (2, y)|* dx dy,
.

quindi anche 9,1),, ¢ di Cauchy in L?(R.). Infine,
¥/ L
/ Oyt — Dyom? < 2 / / 1010n (. 1(2) + ) — Dripm (2, 1(z) + )|? da dy
R+
1o / / 1210un (1) + y) — Do, n(x) +y)[? da dy
n(x)+L )
< 2/ / 10100 (2, y) — O1om (2, y)|* dy dz

n(x)+L . ) )
+2 / / @) 0 ) ~ Drn )y
n(x
= 2/ 10100 (2, y) — O1pm(,y)|* dr dy
Q4
2 /Q (1 (@))*|O20n (. 9) — Dopm(z,y)? di dy
+

< 2/ 010 (2, y) — Orom (2, y)|? dz dy
Q4

2 e /Q 10opn (@, y) — Baipua () dar dy
+

il che implica che anche 91, ¢ di Cauchy in L?(R, ). O



CAMBIO DI COORDINATE PER SOLUZIONI DI PDE IN DOMINI LIPSCHITZIANI

Definizione 2. Siano Q C R? un aperto limitato in RY; F € L (;R?) un campo vettoriale con componenti in
L>(Q); A € L>=(Q; R4 una matrice a coefficienti variabili (in L>°($2) ). Diciamo che una funzione u € H}(£2)
e soluzione debole del problema

—div (AVu) =divF in £,

u € Hi(Q),
se

/ V- AVudr = —/ F-Vodx perogni ¢ € H}(Q).
Q Q

Proposizione 3. Sia F': Qy — R? un campo vettoriale
Fer@ar). Fan - ().

Sia u € HY(Q4) la soluzione di

—Au=divF in Qi

{ u € HH Q).

Allora, la funzione v € H}(Ry) definita come

v(@,y) = u(z,n(z) +y)
e soluzione del problema

{—div (AVo) =divG  in Ry,
v e HYRL).

dove G : Ry — R? ¢ il campo

a(z,n(z) +y) )
G(z,y) =
) (b(x, n(@) +y) = o (@)alz, n(2) +y)
e dove A a la sequente matrice simmetrica a coefficienti variabili (in L)
1 —1'(z) )
A z,Y) = < 2.
CO=\ @) 1+ (@)

Dimostrazione. Data una funzione
ViRy SR, peCR(Ry),
esiste p € H}(Q4) tale che
¥(z,y) =z, n(r) +y).

Osserviamo che per costruzione valgono le identita:

ow(z,y) = oz, n(z) +y) +n'(x)du(z, n(z) + y);
Oov(z,y) = Ou(z,n(x) + y);

8]

{811/1(9:, y) = dip(z, (@) +y) + 17 (2)020(x, () + 1);
DY(x,y) = p(z,n(x) +y).
Quindi,
du(z,n(z) +y) = d(z,y) —n'(z)d2v(z, y);
Au(z,n(z) +y) = dav(z,y);

{am, (x) +y) = O(a,y) — 1 (2)Batb(z, y);
Orp(x,m(x) +y) = O2tp(x,y);
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In particolare,

Vo(z,y) - Vu(z,y)dr dy = /_2 dx /OL dy (811/;(x, y)a;/jz;(jc;)aﬂ/f(x, y)) , (31’0(9379)82—07(7;(,9;))3211(56,@)>

= /R ((81¢)2 =20 (2)0190a1) + (1 + (7]/(1:))2)(5'21/J)Q> dz dy

B /R (gﬁ) ' (—n’l(:c) 1+8;’<xx)>>2> (325) e dy

= V- Az, y)Vudzdy.

Q4

Analogamente -
bR (oip(a,y))  (a(z,y)
o Vo(z,y) - F(z,y)dedy = /_é dx /n(x) dy (3230(%34)) . (b(m,y)) dx dy
V4 L
= [ e [ (G T - (s 1) asay
<[ [ (PO (e )
¢ L T a\xr X
= /_@ df”/o dy (%Ex%) (b<x,n<z> +y(> - g'ggazf;,vnx) +y>)
- /R VL) -Gy dedy

Proposizione 4. Sia F : Ry — R? un campo vettoriale
a(z,
FeL®(RyR%) |, Fla,y) = (ng Zy@) .

Sia A una matrice simmetrica a coefficienti variabili (in L)

R G i

dove 1 : (—£,€) — R ¢& una funzione Lipschitziana. Sia u € H'(R+) una funzione tale che

—div(AVu) =divF in Ry,
u=0 su (—¢¢) x{0}.
Definiamo:
e il dominio
= (7656) X (7L7L)a

e il campo



e [a funzione

u(z,y) se  y>0;
v(z,y) =

—u(z, —y) se y<0.

Allora, v € HY(R) ed ¢ una soluzione debole di
—div(BVv) =divG in R.
Usando le proposizioni precedenti ed il teorema di De Giorgi (che dimostreremo nel prossimo capitolo),

otteniamo il seguente teorema.
Teorema 5. Siano:

e QO C R? un aperto limitato con bordo Lipschitz;
e ¢:0Q — R una funzione Lipschitziana;
o uc HY(Q) la soluzione debole di

Au=0 in €,
u=g su O0N).

Allora, u € C%%(Q) per un qualche a > 0.



