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Funzioni subarmoniche

DEFINIZIONI EQUIVALENTI PER FUNZIONI C?

Teorema 1. Siano Q un insieme aperto in R% ed u € C%(1).
Allora sono equivalenti:

(1) Au > 0 in senso delle distribuzioni, ovvero:
/Qu(a:)Acp(x) dx >0 perogni @€ CX(Q) tale che ¢ >0;

(2) per ogni xg € Q la funzione
M : (0, dist(zo, 0Q)) - R, M(r) :

e crescente sull’intervallo (O,dist(azo, 8(2));

(3) Au >0 in senso debole H', ovvero:

/ Vu(z) - Vo(z)dz >0 perogni ¢ € CX(Q) tale che ¢ >0;
Q
(4) Au > 0 nel senso classico, ovvero:

d
Au(z) = Zajju($) >0 perogni x€Q.
j=1

Dimostrazione. Osserviamo che il punto

(4) Au > 0 nel senso classico, ovvero:
d
Au(z) = Zajju(:n) >0 perogni x€Q;
j=1

¢ equivalente a:

(4") Au > 0 nel senso classico, ovvero:

/ o(x)Au(x)dr >0 perogni ¢ e CX(2) taleche ¢ >0.
Q

Ora, siccome per ¢ € C2(Q2) e ¢ € C°(Q) abbiamo:

/Q o() Au(z) de = — /Q Vu(z) - V() de = /Q w(z)Ap(z) dz |

otteniamo subito che

Rimane quindi da dimostrare che



Dimostriamo prima che (4') = (2). Siccome

0 1 ol 1

i — | _— d d—1

or [dwdrd_l /33T($0)u] or [dwd /8B1 u(@o + rz) dH™(2)

[ 1

= |— x - Vul(xg +rz) dH* Yz
P REACC R

] /
L dward=t JoB, (20)
- /

= |—F Au(z) dx,
L dwar®= J B, (20 )

otteniamo che la funzione

1
m : (0, dist(xg,09)) = R, m(r ::/ U
( (o )) &) dwar®™" JoB, (xo)

& crescente sull’intervallo (O, dist(zo, 3@)) Siccome per s > r abbiamo

1 3 d—1 " d—1
M(s)— M(r) = . /0 dwat® m(t) dt — o /0 dwgt®  m(t) dt
1 $ 1 s r ro.r
= dwgt®tm(t) dt — dwg(—) ¥ Im(=t) - dt
Wde/o wd m( ) wdrd/o wd(s ) m(s )s
1 s r
= d td—l( ) — 7t>dt>0
o [t (i) = m(En)) e > o,

otteniamo (2).
Dimostriamo ora che (2) = (4'). Osserviamo che (2) implica che per ogni zg €

1

u(xg) < ——— u(z)dx per ogni 7 € (0,dist(zg,00N)).
(zo) | Br(20)| /B, (x0) (@) ( (w0, 0))

Ora, siccome u & C? possiamo scrivere

u(zo + x) = u(xo) + = - Vu(zo) + %x - V2u(zo)x + |z|2e(z)

d d d
ZZ zizjOiju(zo) + |z)’e(z),

I\Q\H

= u(xo) + Z z;05u(xo) +

j=1

dove ¢(z) € una funzione tale che
e(z) -0 per z—0.

Di conseguenza

1
‘Br| By (o) B $+$0
1
u(zo) + x - Vu(x0)+ —x - Vu(zo)z + |z|’e(x )) dx
1
= u(xp) x - Vu(xo) fx V2u(z) |z|2e(z) da
|B| B, !B| 1B:| /B,

11 9
U($0) |B ‘2/7, (;x anu .’EO)) d.’,U—f— ’B ’ 5. |x‘ 6(ac)dx

dove abbiamo usato che
/ x;der =0 per ogni i
By
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/ r;xjdr =0 perogni i# j.

T

2 1 2 1 " 2.d1 Wd _ d+2
xidr = — |x|*de = =dwg | s°s " ds = reTe
B, d B, d 0 d + 2

Ora, usando che

otteniamo che

u(z) dr — u(xo) = re+ |x|“e(z) de.
1Br| /B, (x0) 2d+2)  [Br| /g,
Infine, siccome
5 / |z2e(z) dz| < sup |e(x)| — 0 (per 7 — 0),
r |B | z€DB;
otteniamo che necessariamente Au(zg) > 0. O

DEFINIZIONI EQUIVALENTI PER FUNZIONI IN L}

loc

Definizione 2 (Spazio e convergenza L; ). Siano Q C RY un insieme aperto ed u : Q@ — R una
funzione Lebesgue misurabile .

e Diciamo che u € L}, (Q) se u € LY(K) per ogni compatto K C Q.
e Data una successione uy € Li, (Q) diciamo che
Up —u in L}, (),
se [[up — ullpi(xy = 0 per ogni K C €.

Teorema 3. Siano Q un insieme aperto in R ed u € LlOC(Q) una funzione Lebesque misurabile.
Allora sono equivalenti:

(1) Au >0 in senso delle distribuzioni, ovvero:

/ u(z)Ap(z)dx >0 per ogni ¢ € C(Q) tale che ¢ > 0.
Q

(2) for every xzg € Q la funzione

M : (0,dist(z0,09Q)) = R, M(r) = ]; ’/ ( )u(m) dx
By (xzo

¢ crescente sull’intervallo (O,dist(xo, 8(2))
Definizione 4 (Funzioni subarmoniche). Siano Q un aperto di R? ed u € L}, .(Q). Diciamo che
u e subarmonica su )
se valgono le proprieta (1) e (2) del Teorema [3]

Dimostrazione del Teorema [3l Fissiamo una funzione 1 € C>°(R%) tale che:
Yp=0 in R\ B; / Y(x)de=1; >0 su R%;
Rd

¥(z) =¢(—z) perogni xR



Per ogni € > 0, definiamo la funzione 1. € C2°(RY) definita come 1. (z) = 6%1/1(3: /€). Osserviamo che:
ve=0 i ROBG [ d@de=1i w20 s R
Rd

VYe(x) = Y(—x) perogni x € R,

Supponiamo ora che vale (1). Consideriamo la convoluzione

w@) = ws (o) = [ uw)onlo = 9)dy
Allora, per ogni palla Br(z¢) compattamente contenuta in 2 vale che u. € C*°(BR) e
u. — u fortemente in L'(Bg(z0)).
Inoltre, per ogni funzione test

v € CX(Bgr(xo)) taleche ¢ >0 su Bpg(xo)

abbiamo:
/BR(Q»‘O) uelw) Aple) d = /r(wo) /Qu(y)wa(x —y) dy Ap(z) dz
- / u(y)/ Ye(x —y) Ap(z) dx dy
& Br(zo)
- / u(y) / Ye(y — x) Ap(z) de dy
L Br(wo)
= /QU(Z/)(% * Ap)(y) dy
= [ ut)at. s o))
Siccome

otteniamo che
/ ue(z)Ap(z) dx > 0.
Br(zo)

Quindi, Au. > 0 in Bgr(z¢) e di conseguenza, per ogni coppia di raggi s > r nell’intervallo (0, R),

abbiamo .

1
ue(x) dx > ue(x) dz.
| Bs| /Bs(:co) 1Bl J B, (w0)

Passando al limite per € — 0 abbiamo

1 1
u(z)dx >

u(z) dz,
|Bs| J By (o) |Br| J B, (20)
il che dimostra (2).

Supponiamo che vale (2). Siano ¢ € CZ°(Q) una funzione nonnegativa e K C € il suo supporto.
Poniamo

§ = dist(K, 09),

e definiamo ’aperto
Q579 = {:z: € Q : dist(z,00) > 6/2}.

Allora, la convoluzione

<u* (“;rnBT))m=/Qu<y—x>|;r|ngr<x>dw
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¢ ben definita quando x € Q5/5 e r € (0,6/2). Inoltre, vale

1 1
uly —x)—==1p, (z)de = / u(y) dy
futv=agta o= [

e quindi, per ogni r € (0,0/2),

<u*<|Bl‘]lBT))2u su Q59

Ora, prendendo la convoluzione con 1. per un qualche € € (0,d/4) otteniamo che

<wa*u>*(|;r|n&)=w€*(u*(“§r|na))zwa*u su Qs

Di conseguenza, 1. * u ha la proprieta (2) su Q5,4 (per ogni raggio r < §/2). Siccome . x u € C*,
otteniamo che

0< Awa*u)so:/ (e * u)Ap

Qs/4 Qs/4

Passando al limite per € — 0 otteniamo

/ ulAyp >0,
Qs/4

il che conclude la dimostrazione. O
Come corollario otteniamo il seguente teorema.

Corollario 5 (Definizioni equivalenti per funzioni in H, lloc). Sia Q C R un insieme aperto.
Data una funzione u € H\ (), sono equivalenti:

(1) Au > 0 in senso delle distribuzioni, ovvero:

/ u(z)Ap(x)dx >0 perogni ¢ € C(Q) tale che ¢ >0;
Q

(2) for every xg € Q la funzione

M : (0,dist(z0,09Q)) = R, M(r) := / u(x) dx
Br(z0)

¢ decrescente sull’intervallo (O,dist(a:o, 69));

(3) Au >0 in senso debole H', ovvero:

—/ Vu(z) - Vo(xz)dr >0 per ogni ¢ € CF() tale che ¢ > 0.
Q

ESEMPI DI FUNZIONI SUBARMONICHE

Esempio 6. Sia v € R? un vettore non nullo. Allora, la funzione u : R? — R, u(z) = (z-v)y, &
subarmonica.

Piu in generale vale la seguente proposizione.

1

Proposizione 7. Sia Q C R? un insieme aperto. Siano u,v € L,

Allora, la funzione uV v : Q) — R ¢ una funzione subarmonica.

(Q) due funzioni subarmoniche.

Dimostrazione. Segue direttamente dalla proprieta della media. O



Esempio 8. Ogni funzione convessa su R? & subarmonica.

Esempio 9. In dimensione d = 2, dato un raggio R > 0, consideriamo la funzione

In|z| se |z|> R;

‘R2 SR, =
4 #(@) {lnR se |z| <R.

Allora, la funzione ¢ & subarmonica su R2.

Esempio 10. In dimensione d > 3, dato un raggio R > 0, consideriamo la funzione

—|z[>? se |z| > R;

‘RIS R, x) = | ’

4 #(@) {—RQ_d se |z| < R.
Allora, la funzione ¢ & subarmonica su RY.

Proposizione 11. Siano Q C R? un insieme aperto e u € L} (). Se esiste una successione di
funzioni uy, € L}, () subarmoniche su §) tale che

Uy —u in L. (Q),
allora u e subarmonica.

Dimostrazione. Segue direttamente dalla formulazione in senso distribuzionale. Infatti, per ogni fun-

zione ¢ € C°(Q2), abbiamo:
/ UpAp — / uAp.
Q Q

Corollario 12. La sequente funzione ¢ subarmonica su R2.

0:R25R, o(x) = In|x|.

Corollario 13. La sequente funzione ¢ subarmonica su R%, per d > 3.

0:RT =R, o(z) == —|z|*~ %

DEFINIZIONE PUNTUALE E SEMICONTINUITA DELLE FUNZIONI SUBARMONICHE

Siano 2 C R? un insieme aperto e u € L, () una funzione subarmonica su €2. Allora, per ogni
xg € €1, la funzione

1
M : (0, dist(zg,0Q)) - R, M(r) = u(z)dx,
|Br| J B, (20)
¢ monotona crescente. Di conseguenza, esiste il limite
1
L, (x0) € [-00, +00) , Ly (z9) := lim — u(zx) de.

r—0 ’BT’ B (o)

La funzione

L,:Q—RU{-o0}

¢ definita in ogni punto di 2 ed ¢ Lebesgue misurabile. Inoltre, L, ¢ un rappresentante della classe di
equivalenza di u. D’ora in poi, identificheremo ogni funzione subarmonica u con il suo rappresentante
L. In questo modo possiamo scrivere:

. 1
u(zg) == }%WLT(IO) u(z) de.
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Proposizione 14. Siano Q C R? un insieme aperto e u € L}OC(Q) una funzione subarmonica su €.

Allora, la funzione u : 2 — R é semicontinua superiormente, ovvero per ogni SUCCESSIONE
O>xz, > x9 €,

st ha che
u(zg) > limsup u(zy).
n—oo

Dimostrazione. Sia r un raggio tale per cui r < dist(zg, 92). Allora

1 1
— u(z)dr = lim — u(x) dx > limsup u(zy,).
’BT‘| Br(z0) ( n—+o00 ’B’/" By (xp) ( n—00 ( )

Passando al limite per » — 0, otteniamo

u(zg) > limsup u(zy,).
n—oo

Proposizione 15. Siano Q C R? un insieme aperto e u € Ll .(Q).

(i) Se esiste una successione di funzioni u, € L, .(Q) subarmoniche su ) tale che
Uy —u in L (),

allora, per ogni x € )

u(z) > lim sup uy, ().
n—-+oo

(ii) Se, inoltre, u, € una successione decrescente, allora

u(x) = nll)r}rloo U () per ogni x € €.

Dimostrazione. Come nella proposizione precedente, sia r un raggio tale per cui r < dist(zg, 90).

Allora ) )
u(r)dr = lim — Up,(z) dz > lim sup uy (o).
| Br| By () n—+oo | By | By (z0) n—00

Passando al limite per r — 0, otteniamo

u(xg) > limsup uy, (zo).
n—oo

Per dimostrare la seconda affermazione prendiamo zg € €2 e poniamo

l(z) := nll)r_ir_loo Un(x0).

Per quanto gia dimostrato sopra, abbiamo che
u(xo) > l(xg).
Consideriamo prima il caso /(xg) > —oo. Allora, per ogni € > 0, esistono n > 1 e r > 0 tali che

1

U(xg) — un(x0)| < /2 e —
|(U) (0>| / |Br| By (x0)

un(x0) — up(x)de| <e/2.

Quindi
1

0< / up(x) dr — l(xg) < e.
|Br| J B, (20)




Ora, siccome u,, € decrescente, abbiamo che

1 / 1
u(x)de < Up(z) dz.
1Bl J B, (o) ( 1Br| J B, (o) (@)

Quindi
1

‘Br‘ Br(mo)

u(z) dx < l(xg) + €.

e di conseguenza

1
u(zg) < / uw(z)de < l(xo) + .
|BT‘ BT»(JT())

Siccome ¢ € arbitrario, otteniamo:
u(xo) < l(xp).

Consideriamo ora il caso /(xy) = —oco. Allora, per ogni C' > 0, esistono n > 0 ed r > 0 tali che
1
un(zg) < —2C e up(z) de < —C.
|Br| J B, (20)

A questo punto, possiamo concludere come nel caso precedente. Siccome u,, € decrescente, abbiamo:

1
u(x)de < Up () dz.
|Br| J B, (20) 1Br| JB, (o)
Quindi
1
u(z)de < —C.
|Br| J B, (20)
e di conseguenza
u(xg) < —— u(z)dr < —C.
|Br| J B, (20)
Siccome C' ¢ arbitrario, otteniamo che anche u(zg) = —o0.

Definizione 16. Dati un insieme aperto @ C R? ed una funzione subarmonica u € L} (Q) si dice
insieme polare di u
Vinsieme dei punti o € Q tali che u(xg) = —oo.
In ogni dimensione d > 2 esistono funzioni subarmoniche con insieme polare non vuoto.
Proposizione 17. Sia d = 2. Esiste una funzione u € Hg(By) tale che:
e u ¢ subarmonica in By;
e u(0) = —o0.
Dimostrazione. Per ogni R € (0,1) definiamo la funzione

In |z|

:B; - R, x) = mr S 7] ’
PR Prl7) {—1 se |z| <R.

Osserviamo che:

¢yr=0 su 0B, or=—1 in Bp, —1<¢r<0 in B;\Bg.
Inoltre,
Verl(@) = o i Bi\ B
)= ———— in ,

oo



ed in particolare

1 1 rdr 2T
VQDRQCZJ):/ dm:27r/ = .
/Bl' | oy [P R o P(R)? R

Consideriamo ora la serie

+o0
Z CkPRy (33)
=1

Scegliendo \
R = ek ,
c, =1
abbiamo che )
2me 2
Vor, |? de = ko —

In particolare, la serie

—+00
Z lexdry || m1(B)

k=1

e convergente. Quindi la successione di funzioni

n
Up = E Ck¢Rk
k=1

converge fortemente in H', & decrescente e u,(0) = n. Quindi il suo limite

u= lim wuy,
n—-+0oo
¢ una funzione in H{(By), subarmonica in B e tale che u(0) = —oo. O

Esistono inoltre funzioni subarmoniche limitate, ma discontinue.

Proposizione 18. Sia d = 2. Per ogni successione decrescente di numeri reali positivi a, — 0, esiste
una funzione u € Hl(Bl/Q) tale che:

e u e subarmonica in By jy;
e u(0,0) > —1/2;
e u(an,0) < —1 per ognin > 1.
Dimostrazione. Sia X, := (an,0). Come nella dimostrazione precedente, definiamo:

In |z|

— se |z| > R;
: B —> R, )= In 1t ’
PR Pr(@) {—1 se |z| <R.

Consideriamo la funzione
P = @Rn(x - Xn)a

dove scegliamo il raggio R, abbastanza piccolo per avere:

i < n(0,0).

Inoltre, possiamo scegliere la successione dei taggi R, in modo tale che:
+oo
> gkl sy < +oo.
k=1
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Quindi esiste il limite u € H'(B;) della serie

+o00
U= Z Pj .
j=1
Quindi,
= = 11 1
u(0,0) = 4(0,0) > Z(*Zn) =-17-1="%
j=1 j=1 B
D’altra parte, per ogni k,
+o0
u(ze) =Y j(ar) < Pplag) < —1. O

i=1

FUNZIONI SUBARMONICHE E FUNZIONI OLOMORFE

Proposizione 19. Sia Q un insieme aperto in R? = C. Allora, per ogni funzione olomorfa h : Q — C,
la funzione f =In|h| é subarmonica su Q.

Dimostrazione. Osserviamo che se zp € uno zero di h, allora possiamo scrivere
B(z) = (= — )P (2),
dove h(zp) # 0. Quindi
In|h(z)] =In|(z — 20)"hi(2)| = nln|z — 20| + In |h1(2)].

Siccome In|z — zp| € subarmonica, ¢ sufficiente dimostrare che In|hi(z)| & subarmonica. Possiamo
supporre quindi che h(z) # 0. Scrivendo h come

h(z) = u(z,y) + v(x,y),

abbiamo che

Opu = Oyv e Oyu = —0,v.
In particolare,
9 9\ _ UlUg + vUg
8;,;(2 In(u® +v )) =2
1 9 9 ULy + VU
0,(3nt +07) = =35
Quindi
1 9 9 Uy + VU, Ulgy + VUgp + U2 + 02 2(uny + vv,)?
8m<§ln(u +v)>—8x[ 212 }: Eao? z T (a2 1 0)?
_ Ul + 0V + uz 4 ul - 2(uug — vuy)?
u? + v? (u? +v?)?
e

2 4 2 2
wy, + va] Uy + voyy +uy + 0y 2(uny + voy)

Oy (5 +17)) = ay{

u? + v2 u2 + v?2 (u? + v?)?2
Uy + VVyy + “Z + ui 2(uuy + qu)2
N u? + v2 (u? 4+ v2)?

Di conseguenza, siccome Au = Av = 0 in (2, abbiamo:
u? + ug 2(uuy — vuy)? uz + u2 2(uuy + vug)?
u? 4+ v? (u? 4 v2)? u? 4+ v? (u? 4 v2)?

A(% In(u® + U2)> =

2
= s

Quindi In || &€ armonica dove {|h| # 0} il che conclude la dimostrazione. O

u? + u?/)(u2 + %) — (uuy — vuy)? — (uuy, + vum)Q) =0.
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