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CALCOLO DELLE VARIAZIONI A - DOMANDE PER L'ESAME

Per tutte le domande, potete usare liberamente le varie proprieta delle funzioni di Sobolev. Per esempio che se
u & Sobolev, allora anche uy, u_, |u|, (u—1)4, u At sono Sobolev; anche i vari teoremi di approssimazione,
per esempio che una funzione u € H'(R?) puo essere approssimata con funzioni C™ della forma ¢. * u.

Alla fine di ogni domanda sono indicate le dispense da consultare.

All’esame vi sara proposto uno dei sequenti argomenti:

De Giorgi (potete scegliere tra Domanda 1 e Domanda 3);
Schauder (potete scegliere tra Domanda J e Domanda 5);
Formula della media, stima del gradiente, principio del massimo
(potete scegliere tra Domanda 2 e Domanda 6);
Comportamento al bordo (potete scegliere tra Domanda 7 e Domanda 8).

1. LIMITATEZZA DELLE SOLUZIONI

Teorema. Sia Q un aperto di misura finita in RY e sia f € LP(Q), dove p > %.
Allora la soluzione debole u € H} () di
-Au=f in Q, u € Hy(Q).

¢ limitata e si ha la stima .
.
pd |

[ullee < Capll fllzr |2

Teorema. Sia ) un aperto di misura finita in R% e sia u € HE(Q) una soluzione di
—Au=Xu in Q, u € HY Q) , /uzdaczl.
Q

Allora, u € L™ e si ha la stima
d
[ulloe < CaA™",
dove Cy & una costante dimensionale.

Dispense: Capitolo 1. Parte 2,3.



2. REGOLARITA HOLDER FINO AL BORDO ED UN’APPLICAZIONE

Teorema. Sia Q un aperto limitato in R¢ che ha la stima di densita esterna, ovvero supponiamo che

esistono due costanti ro > 0 e c € (0,1) tali che
per ogni x € O e per ogni r € (0,79) si ha la stima
1B,(2) 9] < (1 - |B,].
Siano f € LP(Q) conp > % ed u € H}(Q) la soluzione debole di
—Au=f in Q, u € Hi(Q).
Allora, u € C%(R9).

Teorema. Sia Q un aperto di R? che soddisfa la stima di densita esterna, ovvero tale che

Esistono due costanti ro >0 e c € (0,1) tali che
per ogni x € O e per ogni v € (0,1¢) st ha la stima
|B(z) N Q| < (1—¢)|By].
Allora

Hi(Q) = {u € H'(RY) : uw=0 Lebesgue quasi-ovunque su R?\ Q}

Dispense: Capitolo 1. Parte 4,5,6,7.



3. TEOREMA DI DE GIORGI

Teorema. Sia u € H'(Bag) una soluzione di
—div(A(z)Vu) =0 in Bsg,
dove la matrice (simmetrica, a coefficienti Lebesque misurabili) A ¢ tale che:
cald < A(x) < C,1d  per ogni x € Bag.

Esiste una costante n € (0,1) tale che, se

oscu < 2,
Bar

allora

osc u <2—m.
Brj2

In particolare, le soluzioni u di
—div(A(z)Vu) =0 in Bag,
sono funzioni Hélder continue in Bog.

Dispense: Capitolo 1. Parte 8.



4. TEOREMA DI SCHAUDER — CONTINUITA LIPSCHITZ DELLE SOLUZIONI

Teorema. Sia Q un aperto di RY. Sia u € H*(Q) una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
dove:

o A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, con coefficienti Holder.
o fe LP(Q) per un qualche p > d.
o [ c C%¥(Q;RY), per un qualche o > 0.

Allora, u € C%1(Q).

Dispense: Capitolo 2. Parte 1,2.



5. TEOREMA DI SCHAUDER — REGOLARITA C1® DELLE SOLUZIONI

Teorema. Sia  un aperto di R?. Sia v € C%Y(Q) una funzione lipschitziana ed una soluzione di
—div(A(z)Vu) = f+divF in Q,
dove:

o A ¢ una matrice simmetrica, uniformemente ellittica e uniformemente limitata su 2, con coefficienti Holder.
o fe LP(Q) per un qualche p > d.
o [ c C%¥(Q;RY), per un qualche o > 0.

Allora, esiste a > 0 tale che u € CH(Q).

Osservazione. Per dimostrare la differenziabilita in zero, potete usare che u(0) = 0, A(0) = Id e che u soddisfa
la sequente condizione di quasi-minimalita

][ |V(u—h)|?de < Cre,

r

dove h e l’estensione armonica di v in B,..

Osservazione. Potete scegliere quale delle dimostrazioni fare: la dimostrazione di Capitolo2.Parte-5 oppure
la dimostrazione con la disuguaglianza epiperimetrica Capitolo2.Parte7-8-9 (nel secondo caso potete dare per
buoni i risultati riguardanti gli spazi di Sobolev sulla sfera; potrebbe an che essere utile l’enunciato della formula
di Weiss che riporto qui sotto).

Lemma (Formula di Weiss). Se u € H'(Bg), allora

1
QW(uT, 1) = il(W(zr, 1) — W(u,, 1)) + 7/ 2 - Vu, —u, [ dH,
or r " JoB,

dove
1 9 1 5 u(rz) x
W(u,R) = T /BR |Vu|® dax — RaFT /(’)BRU , up(x) := " e zr(x) = |x|u, m .

Dispense: Capitolo 2. Parte 2B, 3, 4, 5.
oppure

Dispense: Capitolo 2. Parte 2B, 3, 7, 8, 9.



6. REGOLARITA FINO AL BORDO DELLE FUNZIONI ARMONICHE

Teorema. Sia Q un aperto limitato in RY. Sia

g:00 — R,
una funzione che soddisfa la bounded slope condition con costante S > 0 e sia h € H*(Q) la soluzione di
Ah=0 in Q, h=g su 0NQ.

Allora,
|[Vh| < CyS su Q,

dove Cy ¢ una costante dimensionale. In particolare, h: Q — R ¢ Lipschitziana.

Teorema. Sia Q un rettangolo in R%. Esiste una funzione lipchitziana
g:00—-R

tale per cui la soluzione h di
Ah=0 in Q, h=g su 09,
¢ continua (holderiana), ma non lipschitziana fino al bordo di Q.

Dispense: Capitolo 1. Parte 9, 10, 10A, 10B; Capitolo 2. Parte 2B, 2C.



7. TEOREMA DI SERRIN

Teorema (Serrin). Sia Q C R? un aperto limitato con frontiera di classe C? e sia w : Q — R la soluzione di
—Aw=1 in €, w=0 su 090.
Se w € C%(Q) ed esiste una costante c € R tale che
[Vw| =c su 09,
allora Q ¢ una palla: Q = B,(z¢) per qualche o € R e 7 > 0.

w(z) = ﬁ(rz — |z — z0[?) per ogni x € Br(xp).

Dispense: Capitolo 3. Parte 1.



8. DISUGUAGLIANZA DI HARNACK AL BORDO

Notazioni. Sia L > 0 una costante fissata. Sia B. C R%~! una palla di raggio r e centro zero in R¢~1.
Date due funzioni
g,h:B.—-R, g<h su B,
definiamo il dominio normale (g, h; B..) come
Q(g,h; B) = {(a:’,a:d) R XR : 2’ € B.; g(a') <xq < h(z)) }

Definiamo inoltre il grafico

I'(g; B)) := {(x',xd) ERIXR : 2’ € B.; x4=g(2) }

Teorema. Sia g : B] — R una funzione L-Lipschitziana e tale che g(0) = 0. Siano
u,v:Qg,9+1;B])UT(g; B]) = R
due funzioni continue e tali che
Au=0 e u>0 in Qg,9+1;B]), u=0 su T(g;B}),

Av=0 e v>0 in Qg,9+1;B]), v=0 su T(g;B]).
Se
U(O, 1/2) = U(O’ 1/2)7
allora esiste una costante M > 0 che dipende solo dalla dimensione d e la costante L tale che

1 : 1
Mvgug]\/ﬁu in Q(g,g+§;Bi/2) .

Dispense: Capitolo 3. Parte 3.
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