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Convoluzione e teoremi di approssimazione

SCELTA DI ¢,

Sia ¢ € C>(R?) una funzione tale che:
@ >0suR?; il supporto di ¢ ¢ contenuto in Bj ; / plx)de =1 o) = p(—x) .
B,

Per ogni € > 0 definiamo la funzione

6e(a) = g 0(e/).
Allora,

¢ > 0suR?; il supporto di ¢. ¢ contenuto in B; ; / pe(x)de =1 ¢e(x) = ¢e(—x) .
B

CONVOLUZIONE IN LP(R%)

Lemma 1. Sia u € LP(R?) con p € [1,+00]. Allora ux ¢. € LP(RY) e
llu* ¢l Lo may < [JullLe@a) -

Dimostrazione. Nel caso p = 400, abbiamo:

‘u*(be ’—’/ Y —2)pe(z) do

Quando p = 1, abbiamo:

[ wsoclar=[ | [ ut= 0.0 ] a
< [ [ ety =a)locta) dady
= [ [ty = a)ldyo.(o)da
= [ wwldy [ o@yde= [ utwldy

Nel caso p € (1, +00), abbiamo che per la disuguaglianza di Jensen

/Rd |u ¢a(y)‘p dy = /Rd /Rd u(y — )¢ () dr
< [ [t oo aean

B /Rd /Rd, lu(y — )" dy ¢<(x) d
- /]Rd lu(y)[” dy /]R” ¢e(z) dr = /Rd lu(y)|? dy. -

Lemma 2. Sia u € LP(R?) e ¢ € C(RY). Allora u x ¢ € C°(R?) e
Oj(ux¢) =ux0;¢ perogni j=1,...,d.

< Jlul) ey / be(2) d = ] o e

p
dy

Inoltre, abbiamo le disuguaglianze
[ux@lloe <ulleell@lle e [V(ux@)lre < lulle [Vl La,

dove
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Dimostrazione. Siccome

(weo)) = [ uly—ap@)de = [ uE@uly—2)dz = @ 0)),

]Rd
abbiamo che

= /Rd (¢(y+h—x) —¢(y — ) _h'v¢(y—$))u(x)dx,

D’altra parte, esistono ¢, s € (0,1) tali che
Py+h—u)=¢y—z)—h-Voly —x) =h-Vo(y +th—x) —h-Vo(y —z)
=th-V2¢(y + sth — x)h.
In particolare, se B ¢ una palla che contiene il supporto di ¢, allora per |h| << 1
6y +h—2) = ¢y — 2) = h-Vé(y — 2)| < |h*|[ V| =By — 2).

Di conseguenza,
60+ h =) = oy =) = h- Yoty — )| < BEIV0lle | ply = ofu(o)] de.
Questo dimostra che u * ¢ & differenziabile in ogni y € R? e che

V(ux @) =ux (V).

Le ultime due disuguaglianze seguono dalla definizione di u * ¢ e la disuguaglianza di Holder. g

Proposizione 3. Sia p € [1,+00). Allora, per ogni funzione u € LP(R?) si ha
lim [Ju * ¢ —ul[Lpra) = 0.
Dimostrazione 1. Sia u, € C.(R?) N LP(R?) una successione di funzioni continue che converge a u in LP(R?).
Allora, per ogni € > 0 si ha che
[[ux e — ull poray < |un * ¢e — tnl| Lo ra
+[[(u = un) * ¢ — (v — upn) | Lr(wre)
< lun * ¢e — unl| Lo (ray
+ [[(w = un) * Gl Lr ey + | — unl| Lr ()
< * e — UnHLP(Rd) +2lu — unHLP(Rd)~
Ora, siccome per ¢ — 0, la famiglia u,, * ¢ tende uniformemente ed in LP(R?) a u,,, abbiamo la tesi. 0

Dimostrazione 2 (nel caso p € (1,+c)). Per ogni funzione ¢ € C°(R%) abbiamo:

[ o= [ Joclo) ) b(a) do

L(Le
( 1) (e~ )dy)¢<x>dx
( x)dy>w< ) da

= /Rd ( » (2)pe(y — ) dx) u(y) dy = /Rd (¥ * ¢2) (y)uly) dy.

Siccome 9 * ¢. converge a v uniformemente ed in L(R%), otteniamo che

tiy [ (e do)@bla)do = [ uaile)do,

e—0 Jrd Rd
e quindi u. converge a u debolmente in LP(R%). In particolare, per la semicontinuita della norma L?

P < limi ellLe .
[Jull (Rd) = llrgn_361f||u*¢ Iz (R)



D’altra parte, abbiamo mostrato che, per ogni € > 0,
lu* ¢ellLoray < |lull r(ray-
Quindi
lull L (may = gl_% llu* bl e (ray,

ma questo implica che la convergenza e forte in LP.

DENSITA DELLE FUNZIONT C°(R%) N WHP(RY) N WP (RY)

Lemma 4. Siano p € [1,+00], u € WHP(R?) e siano 0ju € LP(RY), j = 1,...,d, le derivate deboli di u.
Allora, per ogni ¢ € C°(RY),

/ ((0; u) * &) (@) () dz = / (% (9;62)) (@) () da = —/ (u* 6:) (@) (z) do
Rd Rd Rd
In particolare,
u* . € WHP(RY)
e valgono le uguaglianze
(0ju) x e = ux 0j1h. = 0j(u* @e).
Inoltre,

[10j(ux @) Loway < |10jullLoray — perogni  j=1,....d.

Dimostrazione.

/Rd ((0u) x ¢c ) (2)(2) dx = /Rd < g dyulz — y)oe(y) dy)zp(x) de

Quindi

/Rd ((0j ) * ¢ ) (x)p(z) do = — /Rd Dy, (/Rd be(y — z)ip(x) dx) u(y) dy
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Analogamente

/Rd ((0ju) * ¢ ) (z)p(z) do = — /Rd y, (/Rd b=(y — 2)Y(x) dm) u(y) dy

—— [ ([ o0t - abwtarae ) utwyay
= [ ([ osouta = ppote)de Juty ay

= [ ([ octe - pmtw v )wiwyae = [ (@00« n.

Teorema 5. Per p € [1,+00), le funzioni C°>°(R%) N WP(R?) sono dense in W1P(R?).

DENSITA DELLE FUNZIONT C2°(R%) N WhP(R9)

Lemma 6. Siano p € [1,+c], u € WHP(RY) e ¢p € C°(R?). Allora
up € WHP(R?) e V(uy) = pVu + uVip.
Dimostrazione. Abbiamo che
wp € LP(RY) e oVu+uVy € LP(R?).
Quindi, basta dimostrare che ¢ Vu+uV sia il gradiente debole di ut. Preso un campo ® € C}(R?), calcoliamo
/]Rd up div® dx = /Rdudiv(z/@) dz — / uV - & dx

Rd

= Vu-(wtb)dx—/

R4 R

qu/J-CDd:E:—/ (YVu +uVe) -  dx O
R4

Lemma 7. Sia ¢ € C>(RY) una funzione tale che
e il supporto di v € contenuto in By,
¢ 0<y<1;
e =1 in Bip.
Consideriamo le riscalate
Yr(z) := ¢ (*/R).
Allora, per ogni u € WHP(R?) con p € [1,400), abbiamo che
Aim |utbr — ullw.p ey = 0.
Dimostrazione. Osserviamo che per definizione
YrT1 su R? e HV’(/}RHL“’(HW) —0.
In particolare, per il teorema di Lebesgue, abbiamo che
li —ullpp@ay =0.
pom luvr — ullLrgay =0
Per quanto riguarda la convergenza dei gradienti, osserviamo che
IV(Yru) — Vu| pwey = [VrRVU + uVYR — Vul| Lpra)
< |[¥rVu — V| ppgae) + [[uVYR| Lr(wa)
e quindi V(¢gu) converge a Vu in LP(R?). O

Teorema 8. Le funzioni C2°(R?) N HY(R?) sono dense in H'(R?).

Dimostrazione. Segue da Esercizio 7 e Teorema 5. O



TEOREMI DI APPROSSIMAZIONE IN W1P(Q)

Sia Q € R? un aperto. Per ogni 6 > 0 definiamo
Qs := {x € Q : dist(x,00) > 5}.
Lemma 9. Siano p € [1,4+0), u € WP(Q), j € {1,...,d}. Dati

6>0 e €< 5
abbiamo che per ogni ¢ € C°(8s),
[ (@weo)@i@de= [ (s @o)@ui@)de =~ [ (uso) @dyu() ds
R4 R4 Rd
In particolare,
u* p. € WHP(Qs5) e Oj(ux¢e) = (0 u) * e = u* i1, .

Inoltre, valgono le disuguaglianze

lu* ¢c |l ey < llullzr (o) e 10 (u* ¢ )| Lr sy < 105ullLr(q)-

Teorema 10. Siano 2 un aperto in R? e p € [1,+00). Allora, per ogni funzione u € WP(Q) esiste una
successione u, di funzioni C*°(2) N W1P(Q) tale che

lim [Ju, —u|pr) =0 e lim [Jun, — ullwir,) =0 per ogni 4> 0.

n—oo n—o0

Di conseguenza, abbiamo anche

lim |lu, — ullwirpy =0 per ogni D e .
n—roo



