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Equazioni ellittiche su intervalli.
Formulazione variazionale

SOLUZIONI DEBOLI E FORMULAZIONE VARIAZIONALE

Teorema 1 (Formulazione variazionale). Siano I un intervallo aperto in R, V € L'(I) una funzione
non-negativa su I ed f € L*(I). Allora, sono equivaleni:

(1) u é soluzione debole di
"+ Vu=f in I, UGH&(I);

(2) w minimizza il funzionale

=5 [W@P a5 [Vor@d - [ oo

fra tutte le funzioni ¢ € HZ(I).

Dimostrazione. Per ogni ¢ € H}(2), osserviamo che

1 1
.F(u+g0):]-'(u)—|—/cp'u'da:+/Vg0uda:—/g0fdm—|—2/(90’)2d:c+2/V(a:)<p2d:U.
I I I I

I

in particolare, se u € soluzione debole, allora
1 1
Flu+ ) =F(u) + 2/(g0’)2 dr + 2/V(m)<p2dx > F(u),
I I

per ogni ¢ € H}(I) e quindi u minimizza F in H}(I).

Viceversa, se v minimizza JF, allora fissato ¢ € H& (I), abbiamo che per ogni t € R

Og]-"(u—l—go)—]-'(u):t</l<p'u’dx—|—/IV<pudx—/Igpfda:> —|—t22</1(90’)2d33+/l‘/(x)g02da:>,

e quindi necessariamente
/cp’u'dac + /V(pudx — /gpfdm =0.
I I I

Siccome ¢ € H(I) & arbitraria, otteniamo che u & soluzione debole di

—u"+Vu=f in I, u € HMI).

UNICITA DELLE SOLUZIONI DEBOLI

Teorema 2. Siano I un intervallo aperto in R, V € LY(I) una funzione non-negativa su I ed f € L*(I).
Se u e w sono soluzioni deboli di

" +Vu=f in I, u € Hi(I),

—w"+Vw=f in I, w e HY(I),

allora uw = w.



Dimostrazione. Osserviamo che la funzione v — w € soluzione debole di
—(u—w)"+V(u—-—w)=0 in I, u—w € Hy(I).

Quindi, testando con la funzione ¢ = u — w, otteniamo

/I(u'—w')de—|—/IV(u—w)2 =0.

In particolare,
u — w = costante su 1.

Siccome u —w € HE(I), otteniamo che u = w. O

DISUGUAGLIANZA DI POINCARE

Teorema 3. Sia I = (a,b) un intervallo aperto e limitato in R. Allora, per ogni funzione u € H'(a,b)

tale che u(a) =0, abbiamo
/u2 dx < 4|12 /(u’)2 dz .
I I

/u2 de < ]I|2 /(u’)2 dx per ogni u € H&(I).
I I

In particolare,

Dimostrazione. Per ogni z € (a,b), abbiamo:

Integrando in z, otteniamo

/qu(x) dr < 2\1(/1112 dt) 1/2</I(u')2dt> 1/2,
/Iu2 dr < 4|I|2/I(u')2d:c.

e quindi

ESISTENZA DI SOLUZIONI DEBOLI

Teorema 4. Siano I un intervallo aperto in R, V € LY(I) una funzione non-negativa su I ed f € L*(I).
Allora, esiste un minimo u € HZ(I) del funzionale

FimD R, Fe) =g [ @t [Viete) d - [ e de.



Dimostrazione. Sia u, € Hg(I) una successione minimizzante. Precisamente, supponiamo che F(uy)
sia decrescente e che

lim F(un):inf{]—"(cp) : goGH&(I)}.

n—-+o00

Inoltre, siccome

possiamo supporre che
F(up) <0 perogni n>1.

In particolare,

5 [rar <5 [aipao g [vida
g/lfundx
<(fre) " (f2e)”
< |I|< /] f? dw) 1/2( /1 <u;>2dw> 1/2,

dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo usato la disuguaglianza di Poincaré. In cocnlusione,

lunllzzcry < 21T Fllpzry »

e usando di nuovo la disuguaglianza di Poincaré

lunllr2ry < 211 f1lp2r -

Quindi, la successione u, ¢ limitata in H!(I). Di conseguenza, esistono u € H}(I) ed una sottosucces-
sione uy,, tali che:

e u,, converge a u debolmente in H'(I);
e u,, converge a u fortemente in L>°([).

Siccome

/I(u’)2 dx < liminf/j(u;%)2 dr

k—o0

k—o0

/ Vu?dr = lim Vu,%]c dz ,
I I

/fudx: lim [ fup, dz,
I k I

—00

otteniamo che
F(u) < liminf F(uy,),

k—00

e quindi u & un minimo di F in H}(I). O



