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Integrazione di funzioni su curve

DEFINIZIONE

Siano  un aperto di R, F': Q — R una funzione continua e v : [a,b] = Q una curva in Q.

Se 7 & di classe C', allora definiamo 'integrale di F' su 7 come

[r=] PO Ol dt

Se invece 7 : [a,b] — Q & una curva C! a tratti, definiamo

mol et
/F:: Z/ F(y)l' (t)ldt ,
K j=0 "t

dove
a=ty <t <ta < <tp1<tlp,=0>
¢ una qualsiasi partizione dell’intervallo [a, b] tale che
vty tia] = R”

¢ di classe C* per ogni j =0,...,m — 1.

LINEARITA DELL'INTEGRALE
Siano:

e (Q un aperto di R";

e FF: () —>ReG:Q — R due funzioni continue su €2;

« e [ due numeri reali;

7y : [a,b] — Q una curva C! a tratti.

A(aF+ﬁG)=QLF+ﬁLG.

Allora

INTEGRAZIONE DI UNA FUNZIONE SU CURVE CONCATENATE
Siano 2 un sottoinsieme di R™ e F':  — R una funzione continua. Siano
v : la,b] = Q e o : [b,c] = Q

due curve C! a tratti tali che
71(b) = 72(b).

/ F= F+/F,
Y1¥72 71 V2

dove 1 * 7y € il concatenamento di 1 e 7o.

Allora



INTEGRAZIONE SU CURVE OPPOSTE
Siano Q un sottoinsieme di R™ e F': @ — R una funzione continua. Data una curva C! a tratti
v [a,b] = Q

consideriamo la sua inversa
v : [byal = Q, v—(t) :=v(b+a—1).
Allora, ponendo s := b+ a —t, si ha

LF:/abF(’Y(b—l-a—t))h/(b—Fa—t)‘dt:/:F(ry(s))h’(sﬂds:[YF.

INTEGRAZIONE SU CURVE EQUIVALENTI

Sia € un sottoinsieme di R™ e sia F : 2 — R una funzione continua.

Supponiamo che le curve
v :a,b) = Q e c:[A,B]—=Q
siano equivalenti e di classe C. Sia
g:[a,b] = [A, B
la funzione di classe C! su [a, b] tale che
g@=A4, ¢Jb)=B, ¢ >0 su [a,b],
e tale che
2(t) = o(g(t)) per ogni ¢ € [a,b].
Allora

b
/F = / F(y(@) ' ()| dt (per definizione)

b
- / F(o(g(t) o' (9(t))]g/(t)dt  (qui usiamo che g’ > 0)

B
= /A F(a(s))|o'(s)|ds (cambiamo variavile: s = g(t), ds = ¢'(t) dt)

= / F (per definizione).

LUNGHEZZA DI UNA CURVA C' A TRATTI

Sia 7 : [a,b] — R™ una curva C! a tratti. Definiamo la lunghezza di v come
lunghezza(y) := / 1.
Y

Dai risultati delle sezioni precedenti, abbiamo che:
e se 7 ¢ il concatenamento di due curve 7; e 72, allora

lunghezza(y) = lunghezza(y,) + lunghezza(~z).
e la curva inversa
v— : [ba] = Q, v—(t) ==~(b+a—1t),
ha la stessa lunghezza di ~:
lunghezza(y—) = lunghezza(y);
e se 0:[A, B] = R" & una curva equivalente a =, allora

lunghezza(o) = lunghezza(vy).



ESERCIZI

Esercizio 1. Su ciascuna delle curve
v:[0,27] = R?  ~(t) = (cost,sint),
v:[0,27] = R?  ~(t) = (2cost,2sint),

calcolare l'integrale /F, dove:
¥

(1) F(x,y) =1; (2) F(z,y) = 2°; (3) F(x,y) = zy; (4) F(z,y) = ye”.

Esercizio 2. Calcolare la lunghezza della curva

~v:[0,47] = R, ~v(t) = (cost7sint, t).

Esercizio 3. Calcolare la lunghezza della curva

v:[0,T] > R, ~(t) = (e*t cost, e 'sin t),
in funzione del parametro T > 0. Calcolare il limite
T
: /
o ; [y (¢)] dt.

Esercizio 4. Data una funzione
r:[0,400) — [0, +00)
consideriamo la curva
v:[0,T] - R, v(r) = (r(t) cost,r(t)sint).
Dimostrare che la lunghezza di v ¢ data da:

/OT N O

Esercizio 5. Sia v una curva semplice, chiusa e C' a tratti che parametrizza il bordo del rettangolo [—1,1] x

[—1,1]. Data la funzione F(x,y) = 2 + y?, calcolare I'integrale /F
¥

Esercizio 6. Sia v una curva semplice, chiusa e C* a tratti che parametrizza il bordo del rettangolo [0,1] x [0, 1].

Data la funzione F(x,y) = xy, calcolare integrale /F
¥

Esercizio 7. Sia v una curva semplice, chiusa e C' a tratti che parametrizza il bordo della circonferenza

0B1(0,1). Data la funzione F(x,y) =y, calcolare lintegrale /F
8!

Esempio 8. Consideriamo la successione di curve
Yo 2 [0,1] = R 4, () = (£, ).

n—0o0

Calcolare il limite lim / 1.

n



