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Integrazione su insiemi misurabili 11

INTEGRABILITA DI UNA FUNZIONE SU UN INSIEME LIMITATO

Definizione 1. Sia Q un insieme limitato di R™ ed F : QQ — R una funzione limitata.
Diciamo che F ¢ integrabile su §), se esiste un rettangolo

R = [al,bl] X [ag,bg] X+ X [an,bn]

contenente Q tale che la funzione

F(z1,...,2,) se (z1,...,2,) €Q

G:R—R, G(xl,...,xn){o se (2 ) &9

sia integrabile su R. In tal caso definiamo

/F(xl,...,xn)dxl...dxn:/ G(z1,...,xzy)dxy ... day,.
Q R

Osserviamo che:

e L’integrabilita di F' ed il valore del suo integrale non dipendono dalla scelta del rettangolo R.

e In dimensione due e tre si scrive spesso // e /// al posto di /
Q Q Q

e Si usa anche la notazione
/ F(X)dX:/ F(zy,...,xzy)dxy ... day, ;
Q Q

in questo caso & sottinteso che X = (z1,...,x,) & la variabile in R".

FUNZIONI CONTINUE SU INSIEMI MISURABILI

Lemma 2. Siano Q un insieme limitato in R% e N un insieme di misura nulla in R®. Sia
F:QUN =R

una funzione limitata su QUN. Allora, sono equivalenti:
(i) F ¢ integrabile su Q;
(ii) F ¢ integrabile su QUN.

Inoltre, si ha che / F(X)dX = F(X)dX.
Q QUN

Teorema 3. Sia D un insieme limitato e misurabile in R?; indicheremo con int(D) la parte interna di D.
Allora, ogni funzione F': D — R, continua e limitata su int(D), & integrabile su D.

Dimostrazione. Basta dimostrare che F' ¢ integrabile su
Q :=int(D).

Sia R un rettangolo limitato contenente al suo interno la chiusura D. Fissiamo & > 0.
Siccome D e misurabile, lo & anche 2. Allora esiste una partizione P di R tale che

(Y IRylswpxe) — (30 IRylinfxo) <=
R;;€P Rij Ri;€P *
Dividiamo i rettangoli di P in due gruppi P’ e P”. Preso un rettangolo R;; € P, consideriamo due casi.
e Diciamo che R;; € P’ se sup xo — i}%lf xa = 0. In questo caso, abbiamo che:
ij iJ
R;; CQ oppure Ri;NQ=0.
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e Diciamo che R;; € P, se sup xo — i}glf xa = 1. Allora, per costruzione, abbiamo che
ij ij

Z |Rij\:< Z |Rij|21i£)XQ) —( Z |Rij|g15xg) <e.

R;;€P R;;€P R;;€P

K = U Rij.
Ri;€P’, Ri; CQ
Siccome ciascun R;; ¢ compatto, abbiamo che anche K & compatto. Inoltre, K ¢ contenuto in {2 e di conseguenza,
la funzione F': K — R & continua. Ora, per il teorema di Cantor, esiste d > 0 tale che:

Se X,2YeK e |[X-Y|<4, allora |F(X)-FY)|<e.

Consideriamo ora una partizione Q,

Consideriamo ora l'insieme

piu fine di P,
fatta di rettangoli di diametro che non supera ¢. Definiamo ora le famiglie Q' e Q" come segue.
Dato R;; € Q:
e diciamo che R;; € Q', se R;; ¢ contenuto in un rettangolo della famiglia P’. In particolare, si ha
sup xo — inf xo =0,
Rij Rij
e si hanno quindi due casi
R;j CQ oppure R;;NQ=0.

In particolare,
|IF(X)-F(Y)| <e per ogni X, Y € R;j;

e diciamo che R;; € Q”, se R;; & contenuto in un rettangolo della famiglia P”. In particolare, sommando
su tutti i rettangoli
> IRiyl= D> IRyl <e

RijGQ” R;;€P”
Possiamo quindi applicare il terzo dei criteri di integrabilita. O

FUNZIONI CONTINUE SU DOMINI NORMALI

Corollario 4. Siano
u:la,b] > R e v:la,b =R,
due funzioni continue su [a,b] e tali che
u(z) <wv(x) perogni x € [a,b].
Sia D il dominio normale determinato dalle funzioni u e v.

D:{(:E,y)GR2 ca<z<b, u(w)gygv(x)}.

Allora, ogni funzione F : int(D) — R, continua e limitata su int(D), & integrabile su int(D).

Corollario 5. Sia
R = [a1,b1] X [ag,b2] X -+ X [@p—1,bp_1]

un rettangolo in R™™! e siano
u:R—-R e v:R—=R

due funzioni continue tali che
w1, ..oy Tp_1) <0(T1,...,2n—1) perogni (x1,...,Tn_1)€ R.
Sia D il dominio normale determinato dalle funzioni u e v,

D := {(xl,...,zn_l,xn) eR™ : (z1,...,2p-1) €ER, u(z1,...,Tn-1) <y < v(asl,...,:rn_l)}.

Allora, ogni funzione F :int(D) — R, continua e limitata su int(D), é integrabile su int(D).



