
Teoremi ed esercizi di Analisi 2 www.velichkov.it

Parte interna, chiusura e frontiera di un insieme misurabile

Unione e intersezione di insiemi misurabili

La frontiera di un insieme misurabile

Lemma 1 (Insiemi di misura nulla). Sia Ω ⊂ Rd un insieme limitato. Allora sono equivalenti:

(i) Ω è di misura nulla;
(ii) per ogni ε > 0 esistono un rettangolo R e una partizione P = {Rij}i, di R tale che

S(P) =
∑

Rij∩Ω6=∅

|Rij | ≤ ε

(iii) per ogni ε > 0 Ω può essere ricoperto con un numero finito di rettangoli chiusi
{
Ri

}N
i=1

tali che

N∑
i=1

|Ri| < ε.

Teorema 2. Sia D ⊂ Rd un insieme limitato. Se D è misurabile, allora ∂D ha misura nulla.

Dimostrazione. Sia R un rettangolo che contiene D. Siccome χD è integrabile, per ogni ε > 0, possiamo
trovare una partizione

P =
{
Rij

}
i,j

di R tale che

S(P)− s(P) < ε,

dove S(P) e s(P) sono la somma superiore e la somma inferiore di Riemann della funzione indicatrice χD.
Osserviamo che per ogni rettangolo Rij della partizione si ha:

Se ∂D ∩ int(Rij) 6= ∅ , allora sup
Rij

χD − inf
Rij

χD = 1.

Quindi data la famiglia di rettangoli

F :=
{
Rij ∈ P : ∂D ∩ int(Rij) 6= ∅

}
,

abbiamo che ∑
Rij∈F

|Rij | ≤ S(P)− s(P) < ε.

D’altra parte la frontiera di ciascun rettangolo Rij ha misura nulla e quindi anche l’unione delle frontiere⋃
i,j

∂Rij

ha misura nulla. Di conseguenza, esiste un’altra famiglia finita di rettangoli aperti G tale che⋃
i,j

∂Rij ⊂
⋃
R∈G

R e
∑
R∈G
|R| < ε.

L’unione delle due famiglie F ∪ G è quindi una famiglia di rettangoli che ricopre ∂D ed è tale che∑
R∈F∪G

|R| < 2ε. �

Parte interna e chiusura di un insieme misurabile

Lemma 3. Sia D un insieme limitato e misurabile e sia N un insieme limitato e di misura nulla. Allora anche
l’insieme D ∪N è misurabile. Inoltre, si ha |D ∩N| = |D|.
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Dimostrazione. Siccome D è misurabile, abbiamo che ∂D ha misura nulla. D’altra parte, anche N è misurabile
e quindi anche ∂N ha misura nulla. Ora, siccome

∂(D ∪N ) ⊂ ∂D ∪ ∂N ,

anche D ∪N è misurabile. Inoltre,
χD ≤ χD∪N ≤ χD + χN ,

e quindi
|D| ≤ |D ∪N| ≤ |D|+ |N | = |D|.

�

Teorema 4. Sia D ⊂ Rd un insieme limitato e misurabile. Allora la parte interna int (D) e la chiusura D sono
misurabili e

|D| = |D| = |int (D)|.
Dimostrazione. Siccome D è misurabile, abbiamo che ∂D ha misura nulla. Siccome

D \D ⊂ ∂D e D \ int(D) ⊂ ∂D,
abbiamo che

D \D e D \ int(D),

hanno misura nulla. Di conseguenza, D e int(D) sono misurabili e |D| = |int (D)| = |D|. �

Unione e intersezione di insiemi misurabili

Teorema 5. Siano D1 ⊂ Rd e D2 ⊂ Rd due insiemi limitati. Se D1 e D2 sono misurabili, allora anche l’unione
D1 ∪D2 e l’intersezione D1 ∩D2 sono misurabili.

Dimostrazione. Per ipotesi D1 e D2 sono misurabili. Si ha quindi che le loro frontiere ∂D1 e ∂D2 sono insiemi
misurabili di misura nulla. In particolare, anche l’unione delle due frontiere

∂D1 ∪ ∂D2

ha misura nulla. Ora, siccome

∂(D1 ∪D2) ⊂ ∂D1 ∪ ∂D2 e ∂(D1 ∩D2) ⊂ ∂D1 ∪ ∂D2 ,

otteniamo che anche
∂(D1 ∪D2) e ∂(D1 ∩D2) ,

hanno misura nulla. Di conseguenza, D1 ∪D2 e D1 ∩D2 sono misurabili. �

Teorema 6. Siano D1 ⊂ Rd e D2 ⊂ Rd due insiemi limitati. Supponiamo che:

(a) D1 e D2 sono misurabili;
(b) int(D1) ∩ int(D2) = ∅.

Allora, l’insieme D1 ∪D2 è misurabile e

|D1 ∪D2| = |D1|+ |D2|.
Dimostrazione. Per il teorema precedente, abbiamo che D1 ∪D2 è misurabile. Rimane da dimostrare quindi
che |D1 ∪D2| = |D1|+ |D2|. Osserviamo che siccome D1 e D2 sono misurabili, abbiamo che∫

χΩj
= |Ωj | = |Dj | =

∫
χDj

,

dove per semplicità abbiamo posto
Ωj := int(Dj).

Ora, siccome
Ω1 ∪ Ω2 ⊂ D1 ∪D2,

e siccome Ω1 e Ω2 sono disgiunti (per ipotesi), abbiamo che

χΩ1 + χΩ2 = χΩ1∪Ω2 ≤ χD1∪D2 ≤ χD1 + χD2 .

Di conseguenza,

|Ω1|+ |Ω2| =
∫
χΩ1

+

∫
χΩ2
≤
∫
χD1∪D2

≤
∫
χD1

+

∫
χD2

= |D1|+ |D2|,

il che conclude la dimostrazione. �


