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Parte interna, chiusura e frontiera di un insieme misurabile

Unione e intersezione di insiemi misurabili

LA FRONTIERA DI UN INSIEME MISURABILE

Lemma 1 (Insiemi di misura nulla). Sia © C R? un insieme limitato. Allora sono equivalenti:

(i) Q ¢ di misura nulla;
(ii) per ogni e > 0 esistono un rettangolo R e una partizione P = {R;;}i, di R tale che

S(P)= Y [Riyl<e

Ri; NQAD

(iii) per ogni e > 0 Q puo essere ricoperto con un numero finito di rettangoli chiusi {’Ri}jvzl tali che

N
Z |R1| <e.
=1

Teorema 2. Sia D C R? un insieme limitato. Se D ¢ misurabile, allora 0D ha misura nulla.

Dimostrazione. Sia R un rettangolo che contiene D. Siccome xp € integrabile, per ogni ¢ > 0, possiamo
trovare una partizione
i,j

S(P) —s(P) < e,

dove S(P) e s(P) sono la somma superiore e la somma inferiore di Riemann della funzione indicatrice xp.
Osserviamo che per ogni rettangolo R;; della partizione si ha:

di R tale che

Se ODNint(R;;) #0, allora supxp — i]?f)(D =1

1J

Quindi data la famiglia di rettangoli
Fi= {Rij eP . ODNint(Ry;) # (0},

abbiamo che
D[Ry < S(P)—s(P) <.
RigE}—

D’altra parte la frontiera di ciascun rettangolo R;; ha misura nulla e quindi anche 'unione delle frontiere
Jor;;
4,
ha misura nulla. Di conseguenza, esiste un’altra famiglia finita di rettangoli aperti G tale che
Uor;c|JR e D |RI<e
i,j Reg Reg
L’unione delle due famiglie F UG & quindi una famiglia di rettangoli che ricopre 0D ed & tale che

> IR|<2e. O
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PARTE INTERNA E CHIUSURA DI UN INSIEME MISURABILE

Lemma 3. Sia D un insieme limitato e misurabile e sia N un insieme limitato e di misura nulla. Allora anche
Uinsieme D UN & misurabile. Inoltre, si ha |DNN| = |D|.
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Dimostrazione. Siccome D & misurabile, abbiamo che D ha misura nulla. D’altra parte, anche A/ & misurabile
e quindi anche N ha misura nulla. Ora, siccome

O(DUN) CODUIN ,
anche D UN & misurabile. Inoltre,
XD < XDuN < XD + XN
e quindi
|D| < |[DUN| < |D|+ |N]=I[D|.
O

Teorema 4. Sia D C R? un insieme limitato e misurabile. Allora la parte interna int (D) e la chiusura D sono
misurabili e

|D| = D = [int (D)].
Dimostrazione. Siccome D ¢ misurabile, abbiamo che 9D ha misura nulla. Siccome
D\DcaD e D\ int(D) C 9D,

abbiamo che
D\ D e D\ int(D),

hanno misura nulla. Di conseguenza, D e int(D) sono misurabili e |D| = |int (D)| = |D|. O

UNIONE E INTERSEZIONE DI INSIEMI MISURABILI

Teorema 5. Siano D1 C R? e Dy C R? due insiems limitati. Se D1 e Do sono misurabili, allora anche l'unione
D1 U Dy e l'intersezione D1 N Dy sono misurabili.

Dimostrazione. Per ipotesi D1 e Dy sono misurabili. Si ha quindi che le loro frontiere 9D e 9 D5 sono insiemi
misurabili di misura nulla. In particolare, anche I'unione delle due frontiere

0D1 U 0Dy
ha misura nulla. Ora, siccome
0(Dy1 U Dy) C 9D UOD, e d(D1NDsy) C 0Dy UOD,
otteniamo che anche
9(D1 U Ds) e d(D1 N Dy) ,

hanno misura nulla. Di conseguenza, D1 U Dy e Dy N Dy sono misurabili. Il
Teorema 6. Siano D, C R? e Dy C R? due insiemi limitati. Supponiamo che:

(a) Dy e Dy sono misurabili;

(b) int(D1) Nint(Dy) = 0.
Allora, l'insieme Dy U Do ¢ misurabile e

|D1 U Ds| = |D1] + |D2.

Dimostrazione. Per il teorema precedente, abbiamo che D; U Dy & misurabile. Rimane da dimostrare quindi
che | D1 U Dy| = |Dy| 4 |D3|. Osserviamo che siccome D; e Dy sono misurabili, abbiamo che

[xa, =101 = 1D = [ xo,.

Qj = mt(DJ)

dove per semplicita abbiamo posto

Ora, siccome
QL UQs C D1 U Doy,
e siccome € e €25 sono disgiunti (per ipotesi), abbiamo che
X + X = XQ,uQ: < XDyuDy < XDy + XD, -

Di conseguenza,

|Ql|+|92|:/m+/>m2 s/mm g/xD1+/xD2:|D1|+\D2|,

il che conclude la dimostrazione. O



