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Cambiamento di variabile in integrali doppi

APPLICAZIONI CHE MANDANO RETTANGOLI IN RETTANGOLI

Teorema 1. Siano xg, yo, a # 0 e b # 0 delle costanti reali. Consideriamo la mappa
d:R2 5 R?, ®(x,y) = (w0 + az,yo + by) .

Sia R C R? un rettangolo e
F:R—-R

una funzione limitata su ®(R). Allora, sono equivalenti
(1) F ¢ integrabile su ®(R);
(2) Fo® ¢ integrabile su R.

Inoltre, vale la formula
// ®(x,y)) | det (D) |d:cdy—// F(u,v)dudv.
®(R)

Dimostrazione. Supponiamo che la funzione
Fod:R—-R
sia integrabile su R. Allora, per ogni € > 0, esiste una patizione
P:{Rij 1 <i<n, 1§j§m}.
tale che
S(Fo® R;P)—s(Fo®,R;P) <k¢,
dove:

S(Fo®,R;P)= Y |Ryl sup F(®(X)) e s(Fo®R;P)= Y |[R;l ot F((I)(X)).

Ri;€P XER; R;;€P
Inioltre, per la definizione dell’integrale si ha che
$(Fo® R;P) < //F ))dX < S(Fo®,R;P).

Ora, osserviamo che ®(R;;) ¢ anche un rettangolo e che se R;; ha lati £ e &, allora ®(R;;) ha lati di lunghezza
lal¢ e |b]k. Quindi

|®(Rij)| = [ab]| Rij]-
Inoltre,

sup F(®(X))= sup F(Y e inf F(®(X))= inf F(Y).
XER;; (X)) Y e®(R; ) ®) X€ERi; (@(X)) Ye@(Rij) ®)

Ora, consideriamo la partizione
Q:{(I)(Rij) L 1<i<n, 1§j§m},
del rettangolo ®(R) e si ha

S(F,®(R);Q) = Y [®(Ry)| sup F(®(X))=lab] Y |Ry| sup F(Y)=|ab|S(Fo® R;P).
®(Ri;)EQ XERi; R;;EP YeR(Rij)
Analogamente,
S(F,O(R);Q) = > [®(Ry)| inf F(O(X))=labl Y  [Ri| inf F(Y)=l|abls(Fo® R;P).
D(Ri;)EQ XERi; R;;€P YEP(Ryj)

Quindi, abbiamo trovato una partizione Q del rettangolo ®(R) tale che:

S(F,®(R); Q) — s(F, ®(R); Q) < |able.
1
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Di conseguenza, F' ¢ integrabile su ®(R) e

s(F, /L(R Y)dY < S(F,®(R); Q),

che possiamo scrivere anche come
1
s(FoCIJ,R;P)g—// FY)dY < S(Fo®,R;P).
|ab] (R

Siccome € > 0 & arbitrario, otteniamo

@/@(R) F(Y)dYZ//RF(d)(X))dX,
//p(m F(Y)dyzmb'//RF(‘I’( ) dX = // X)) | det (D®) | dX .

Analogamente, abbiamo che

e quindi

Teorema 2. Siano xq, Yo, a #Z 0 e b # 0 delle costanti reali. Consideriamo la mappa
d:R? - R?, ®(x,y) = (yo + ay, o + ba) .

Sia R C R? un rettangolo e
F:R—=R
una funzione limitata su ®(R). Allora, sono equivalenti
(1) F ¢ integrabile su ®(R);
(2) Fo® ¢ integrabile su R.

Inoltre, vale la formula
// ®(z,y)) | det (D) |d;vdy—// F(u,v)dudv.
®(R)

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI DISPARI

Proposizione 3. Sia D C R? un compatto misurabile in R?, simmetrico rispetto all’asse y, ovvero tale che per
un generico punto (x,y) € R? si ha
(x,y)e D <& (—z,y) € D.

Sia F : D — R una funzione dispari nella prima variabile, ovvero tale che

F(—xz,y) = —=F(xz,y) per ogni (z,y) € D.

| Fayazay o

Dimostrazione. Useremo la formula del cambio di varabili con
MW=0=R>, Di=Dy,=D,

Allora

e con
O(x,y) = (—=x,y) e U(u,v) = (—u,v).
Siccome
det (D®(z,y)) = —1,
abbiamo che

//DF(u,v)dudv—//( » (u,v dudv—// —z,y)|det (D®(z,y))|dxdy = — //DF(x,y)d:cdy,

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che F' sia dispari. O



AREA DI UN’ELLISSE

Proposizione 4. Dati due parametri reali a > 0 e b > 0, consideriamo [’ellisse

372 2
aﬁzﬁ%wEW;zﬁ+ig1}

Allora,
Area (EaJ,) = mab.

Dimostrazione. Useremo la formula del cambio di varabili con

0 =0 =R?%,
e con
O(x,y) = (az, by).
Siccome
det (D®(z,y)) = det (a 0) = ab,
0 b
e siccome

®(B1) - Ea,b7

Area(Ea,b) = // ldudv = // |det (D@(m,y))‘ drdy = // abdx dy = mab. O
®(By) By By

abbiamo che

UN CRITERIO DI INTEGRABILITA

Proposizione 5. Siano R = [a,b] x [c,d] un rettangolo in R? ed
F:R—-R

una funzione limitata su R. Supponiamo che per ogni € > 0 esiste una famiglia di insiemi compatti
P@:&%CR:i:L“wN}

con le proprieta seguenti:
e per ognii =1,..., N, la frontiera D; ha misura nulla in R? (quindi gli insiemi D; sono misurabili);

e S(P)—s(P) <e, dove

N N
S(P) := D;|sup F e s(P) = D;|inf F .
(P) ;HDP (P) ;l |10
Allora, la funzione F ¢ integrabile su R e
s(P) < // F(X)dX < S(P).
R

Dimostrazione. Per esercizio. O



DIFFEOMORFISMI

Teorema 6. Siano R = [a,b] X [c,d] un rettangolo in R? ed
v: Q=R
una funzione di classe C' su un aperto ) contenente R. Supponiamo che
|0yv|(x,y) >0 per ogni (z,y) € R,
e consideriamo la mappa
®:R—-R, @(m,y)z(m,v(m,y)).
Sia
F:®(R)—=R
una funzione limitata. Se la funzione
Fod:R—R
¢ integrabile su R, allora anche F ¢ integrabile su ®(R) e

//RF(CD(m,y))|det(D<I>)|dxdy://b(R) Fu, ) dudy.

Dimostrazione. Possiamo supporre che
Oyv(z,y) >0 perogni (z,y) €R.
Sia P una partizione di R generata da
P[a,b]={a:t0<t1<~--<tn:b} e P[C)d]:{c:$o<s1<-~-<sm:d}.
Per ogni coppia di indici
ie{l,...,n} e je{l,...,m},
consideriamo il rettangolo
Rij = [ti—1,ti] X [sj-1, 8],
e l'insieme
D;; == ®(R;j) = {(z,y) €D : zeti_,t], vix,sj—1) <y <o, sj)}.
Osserviamo che D;; ¢ un dominio normale semplice di classe C'. Quindi D;; ¢ misurabile e per Fubini

ti ’U(I,Sj) ti
|D;j| = / da:/ dy = / (v(x,sj) - v(a:,sj_l)) dx.
ti—1 v ti—1

(z,85-1)

D’altra parte, usando di nuovo Fubini, ma stavolta su R;;, otteniamo

//Rij |det(D®)(z,y)| dx dy = //Rij Oyv(z,y) dx dy

t; S5 tq
= / dx/ Oyv(z,y) dy = / (v(x, sj) —vu(z, sj_1)> dz.
ti—1 Sj—1

ti—1

Si ha quindi 'uguaglianza
|Dsj| = //R |det(D®)(x,y)| dz dy.
ij

Di conseguenza,

(S 2uioe) - (Siolgt ) = 3 (o - oo
1,3 g 1,7 2% ”

5 ey ) ], o

=3 (sup F®) ~jnt F(@)) / /R et (D) de dy



Ora, osserviamo che siccome la funzione
|det(D®)|: R — R
€ uniformemente continua su R, possiamo scegliere la partizione P in modo d’avere
—e < |det(DP)|(X) — | det(DP)|(Y) <e perogni X,Y € R;;.

In particolare, integrando in Y,
el < |aet(DRCO) - Ryl — [ Iaer(DRY)I Y < el per ogi X € Ry,
Quindi, per ogni X € R;j, k
el |M < F(8())|det(DR(X)| - [Ryy| = F(@(X)) [[ faes(DRM)]aY < el o
dove
M:s%p|F| < +o0.

In particolare

s F@) [ (Do) < MR+ 1Ryl sy {F@)]det(DR(X)) .

Jnt Pl [f et (D®)] = MRl + 1Rl ing {F@(X)) der(DR(O) ]

e quindi
(E?F( )~ inf F(@ // |det(D®)| < 2M|R;;|e + |Ryj| (stt]g) {F(<I>)|det(D<I>)|} ~inf {F(<I>)|det(D<I>)|}> .

Sommando su 7 e j, otteniamo

Diglswp F) — (31Dl inf F) = 3 (sup F(@) - ~inf (2 // det(D®)

<2M[R|e+ )[Ryl (s};lp {F(<I>)| det(D(b)\} — inf {F(CD)\ det(D<I>)|}> .

i, & Y
Ora, siccome la funzione
F(®)|det(DP)|: R — R
e integrabile su R, scegliendo la partizione P abbastanza fine, abbiamo che
3[Ryl <sup {F(<I>)| det(D<I>)|} —inf {F(<I>)| det(D<I>)|}> <e.
@7 v
In conclusione,

(Z|Dij|supF> - (Z|D”|1an> < 2M|R|e +e.
i Dij

4,J

Analogamente, abbiamo il risultato seguente.
Teorema 7. Siano R = [a,b] X [c,d] un rettangolo in R? ed
u:Q—R
una funzione di classe C' su un aperto Q contenente R. Supponiamo che
|Ozul(x,y) >0 per ogni (z,y) € R,
e consideriamo la mappa
P:R—-R, @(x,y):(u(m,y),y).
Sia F: ®(R) — R una funzione limitata. Se la funzione
Fo®:R—>R
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¢ integrabile su R, allora anche F' ¢é integrabile su ®(R)
// D(x,y) ’det D@‘dmdy—// F(u,v)dudv.

APPLICAZIONI LINEARI

Teorema 8. Consideriamo la mappa
2 9 _fa b\ [(z\ [(ax+by
v, ae= (D) (7)< (200,

a b
det(c d> =ad—bc#0.

e supponiamo che

Siano D C R? un insieme limitato ed
F:9(D)—R
una funzione limitata. Allora:

(i) D ¢é misurabile se e solo se (D) é misurabile;
(ii) F é integrabile su ®(D) se e solo se F o ® & misurabile su D.

// D(x,y) |det D<I’|da:dy—// F(u,v)dudv.

Dimostrazione. Siccome ad — be # 0, abbiamo che
ad # 0 oppure be # 0.

Inoltre, vale la formula

Supponiamo che
ad # 0.
Consideriamo le due funzioni
Ci(z,y) = (az+by,y) e  Pa(uy) = (“ ¢

ed osserviamo che

u— by

Pyod; =D
Infatti,
ad — be

02(@1(2,y)) = ((az +by), =(az +by) +

Quindi le affermazioni (i) e (ii) seguono da Teorema 6 e Teorema 7. Rimane da dimostrare la formula di
cambiamento delle variabili.

/[bg(@l(D)) F(u,v) dudv = /[IMD) F(®3(u,y))| det (DP2(u,y)) | dudy

// F(D(01(2,)))| det (DDs) (@1 (x, ) \}ydet (D4 (2, y)) | dz dy.

Ora, osserviamo che per la formula del differenziale di una funzione composta
Do(z,y) = DP2(P1(z,y)) DP1(z,y).

y) = (ax + by, cx + dy) = ®(z,y).

In particolare,
det (D@(x,y)) — det (D@g(@l(m,y))) det (D<I>1(:v,y))

e sostituendo nella formula di sopra, otteniamo

// F(u,v)dudv = // F(u,v)dudv
@(D) 02(®1(D))

= //D F(®3(®1(z,y)))| det (DP(z,y))| dz dy

= //D F(P(x, y))| det (D®(z,y)) { dz dy.



ROTAZIONI DI INSIEMI DI R2

Definizione 9. Una rotazione di R? ¢ una mappa

o, : R? - R?,

cosa  Sina T
®a(z,y) = <—sina cosa) (y> ’

dove a € R e l’angolo di rotazione. Osserviamo, inoltre, che l'inversa di ®, ¢é la mappa

oatea = (SO0 Y (2) = (S ) (7).

Proposizione 10. Data una rotazione

della forma

P, : R? - R?
ed un insieme limitato D C R? | abbiamo che D ¢ misurabile secondo Riemann se e solo e lo ¢ ®,(D). Inoltre,

Area (o (D)) = Area (D).

Dimostrazione. Useremo la formula del cambiamento delle varabili con

B(z,y) = B (2, y) = ( cos sina) (m) .

—sina cosa /) \y

Siccome

cosa  Sina
—sina cosa )’

D‘ba(:r,y) = (
abbiamo che

det (D®,(z,y)) = det ( cosa s1na> 2

. =cos“a — (—sina)sina = 1.
—sina  cosa
Quindi, per la formula del cambio di variabili,

Area (®4(D)) = /LQ(D) ldudv = //D 1| det (D®o(x,y))| dody = Area (D). O

AREA DI UN TRIANGOLO IN R?

Triangoli in R?
Definizione 11. Dati due punti A e B in R?, il segmento [A, B] con estremi A e B ¢ l'insieme
A, B] = {X:aAJrﬁB S a>0, §>0, a—i—B:l}.
St dice che il segmento é degenere se A = B.
Definizione 12. Dati tre punti A, B,C in R%, il triangolo T g ¢ con vertici A, B,C ¢ linsieme
Tapc = {X:aA+ﬁB+70 S a>0,8>0, v>0, oz—&-/3+7:1}.

Si dice che il triangolo T4 p,c € degenere se i tre punti A, B e C giaciono sulla stessa retta, ovvero se i vettori
B— A eC — A sono colineari.

Osservazione 13 (Triangoli nel piano). Consideriamo un triangolo non-degenere Ta g c in R2. Allora, la
parte interna di Ta g,c € data da

int(TA,B’C>:{X:aA—i—ﬁB—i—vC’ERQ s a>0, >0, v>0, a—&—ﬁ—i—’y:l},

mentre la frontiera é

dTap.c =[A BJU[B,C|U[A,C).
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Esempio 14. In R? il triangolo T con vertici
(0,0), (1,0) e (0,1)
e linsieme
T:{(m,y)€R2 c x>0, y>0, x+y§1}.
Area di un triangolo in R?

Proposizione 15. In R? consideriamo un triangolo non-degenere Ta,B,c con vertici
() e () o= ()
az ba 2

1 bi—a1 a1 —a
Area(Tap,c) = 3 ’det <b2 —az cp—az)|

Allora

Dimostrazione. Useremo la formula del cambio di varabili con
2
Q) =Qy =R*,
e con

o) = At ot 4) € )= (B 120 ) e )

Oserviamo che se T' ¢ il triangolo con vertici (0,0), (1,0) e (0,1),
T:{(a:,y)eR2 : x>0, y>0, x—i—ygl},

allora
®(T) =Ta,B,c,

det (D®(z,y)) = <b1 —man ‘“> :

by —az c2—as
Di conseguenza, per la formula del cambio di variabili abbiamo che

b1 —ayp Cp —ay
A T = ldudv = det
rea(Ta,p.0) /[I)(T) wav //T ¢ <b2 —ay Cy— a2>

Infine, basta calcolare ’area di T' che per Fubini e data da

1 1-a 1 1
Area(T):/ dgc/ dy:/ (1—z)de==.
0 0 0 2

dx dy = Area (T)

det <bl—a1 01—a1>‘_
by —az ca—as

CAMBIAMENTO DI VARIABILE. ILL CASO GENERALE

Come corollario del Teorema 6 otteniamo il lemma seguente.

Lemma 16. Siano Q un aperto in R? e
v: Q=R

una funzione di classe C' su § tale che
|0,v|(z,y) >0 per ogni (x,y) € Q.
Consideriamo la mappa
P:R—-R, @(agy):(x,v(x,y)).
Allora, per ogni (x,y) € Q, esiste un rettangolo
R=[z—c,rx+e|x[y—0,y+0 CQ
con la proprieta sequente. Data una funzione limitata
F:®(R) >R
st ha che F ¢ integrabile su R se e solo se la funzione
Fo®:R—>R



¢ integrabile su R. Inoltre, vale la formula

// D(x,y) ’det D@‘dmdy—// F(u,v)dudv.

Dimostrazione. Per il teorema della funzione inversa, esistono un intorno Q; di (x,y) ed un intorno Qs di
®(x,y) tale che la mappa

P Ql — QQ
sia un diffeomorfismo di classe C! con inversa

v QQ — Ql
della forma

U(z,v) = (z,9(z,v)),
dove anche
|Oyn|(x,v) >0 perogni (x,v)€ Q.

Scegliamo un rettangolo Ry centrato nel punto ®(z,y) e contenuto in Q3. Scegliamo anche un rettangolo Ry
centrato nel punto (z,y) e contenuto in Q tale che

@(Rl) C Ro.
Ora, se
P(R1) > R
¢ una funzione limitata e tale che
Fod:Ri—R

sia integrabile, allora per il Teorema 6, abbiamo che anche F : ®(R1) — R e che vale la formula del cambiamento
delle variabili. D’altra parte, se

& integrabile, allora (per definizione) la funzione

~ F(z,v) se (z,v) € P(Ry);
0 altrimenti

¢ integrabile su Ry (ed ha lo stesso integrale su Ry). Definiamo la funzione

G:=Fod.
Allora,

F=GoU
e quindi, applicando Teorema 6 al rettangolo R, e alla mappa ¥ : Ry — R?, abbiamo che anche G deve essere
integrabile. O

Analogamente, abbiamo lo stesso risultato nel contesto del Teorema 7.

Lemma 17. Siano © un aperto in R? e
u:Q—=>R

una funzione di classe C' su Q tale che

|Oyul(x,y) >0 per ogni (z,y) € Q2.
Consideriamo la mappa

P:R—-R, @(m,y)z(u(w,y),y).

Allora per ogni (z,y) € Q esiste un rettangolo

R=[z—c,z+e]x[y—0,y+0 CQ
con la proprieta sequente. Data una funzione limitata

F:®(R)—=R

st ha che F ¢ integrabile su R se e solo se la funzione

Fod:R—>R
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¢ integrabile su R. Inoltre, vale la formula
// F(®(x,y)) | det (D®) | dx dy = // F(u,v)dudv.
R B(R)
Ora possiamo dimostrare il teorema generale.
Teorema 18. Siano Q1 e Qs due aperti in R%. Sia
q):QI _>QQ ) @(l‘,y): (u(x,y),v(x,y)),
un diffeomorfismo di classe C' con inversa
v QQ — Ql .
Sia
F QQ — R,
una funzione limitata. Supponiamo che esiste un insieme compatto D C )y tale che
F=0 su Q3\®(D).
Allora, F' ¢é integrabile se e solo se lo & la funzione composta
Fod:Qy —+R.
Inoltre, vale la formula
// F(®(z,y)) | det (D®(2,y))| dxdy = // F(u,v)dudv.
D (D)

Dimostrazione. Siccome ® & un diffeomorfismo, per ogni (xg,yo) € 21, abbiamo che

Ozu(zo,90)  Iyu(wo,yo)
det (535”(%0,:90) 83“(900,?;0)) 7 0.
In particolare,
Ozu(zo, Yo) Oyv(xo,Yo) # 0 oppure 02v(x0, yo) Oyu(xo,yo) # 0.
A meno di scambiare u con v (componendo con la mappa (u,v) — (v, u)), possiamo assumere che

3mu(f€07 yO) 8y’U(£L'0, yO) # 0.

Esiste quindi un intorno Q, di (20,y0) dove
Ozu # 0.
Consideriamo la mappa
;0 — R2 , Dy (x,y) = (u(x,y),y)

Prendendo I’intorno §~21 abbastanza piccolo possiamo supporre che

By : Q) — & (D)
sia un diffeomorfismo di classe C'' con inversa

Uy 9 () =
della forma

U1 (u,y) = (n(u, y),y)-

Consideriamo quindi la funzione

By 0 D1 () — R,
definita come

Pa(u,y) = (u,v(V1(u,9))) = (u,v(n(u,y),y)).

Per costruzione,

0y [v(n(u,y),y)} = 0yn(u, y) v (n(1,y),y) + v (1(u, y), y).
Ora, usando il fatto che n(u(z,y),y) = z, abbiamo che
0 =0, [n(ulw,v),y)| = Oyule,y)dun(u(z, v),y) +9,n(ulz,y),v),
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e quindi
oyu
Oyn(u,y) = =0yu(n(u.y),y)den(u,y) = - 5=
Di conseguenza,

dy {v(n(u, y)w)} = Oyn(u,y)0zv(n(u,y),y) + Oyv(n(u,y),y)

st () e ) Lo

Qs C ()

Esistono quindi un aperto

tale che la mappa _ N
Dy : Qo — Do(0Q9)
sia un diffeomorfismo C'. Inoltre, per costruzione si ha che
Do(@1(z,y)) = (u(z,y),v(z,y)) = 2(z,y).
Di conseguenza, applicando Lemma 16 e Lemma 17, possiamo trovare un rettangolo R ,,y,), centrato in (2o, yo)
e contenuto in €1, con la proprieta seguente:

Data una funzione limitata
G q)(R(Io,yo)) — R,
abbiamo che G ¢ integrabile su ®(R(4,,y,)), se e solo se la funzione
God: R(Io,yo) — R,

¢ integrabile su R Inoltre, vale la formula

Z0,Y0) "

G(®(z,y)) ‘ det (D®(z,y)) ’ drdy = // G(u,v) dudv.

(P(R(Trowo))

Il

Ora, dato un compatto D C 21, la famiglia di rettangoli aperti

{int (R(w07y0)) }(10 yo)eD

¢ un ricoprimento aperto di D. Si possono trovare quindi un numero finito di rettangoli

{R(%yi) . = 1,...,N},

(z0,y0)

tali che
N
D Qp = Jint(Ra, y,)-
Per ogni i = 1,..., N possiamo trovare una funzione ;;Ltinua
¢ :R* >R
tale che

di(r,y) >0 se (2,9y) € Ry, € ¢ilr,y) =0 altrimenti.

Definiamo anche la funzione

i
19 —)R, P = .
pp T ottt oy

Per costruzione, le funzioni ¢; sono continue su Qp e
p1+pat+--+pny=1 su D.

Di conseguenza, anche le funzioni
;= p;0W (quindi 0 = 1/)1-((I>)),

sono tali che
w1+1/)2—|——|—¢NEl Ssu (I)(D)
Osserviamo che:

F ¢ integrabile su ®(D) < i, F ¢ integrabile su ®(D), per ognii=1,..., N ;
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F(®) ¢ integrabile su D < 9;(®)F(®P) ¢ integrabile su D, per ognii=1,...,N .
Ora, per la scelta del rettangolo R(,, ,.), abbiamo che
i F ¢ integrabile su ®(R(,, 4,)) < %i(P)F(®) ¢ integrabile su Rz, 4,
Siccome, per ogni i la funzione v;(®)F(®) ¢ nulla al di fuori di R, 4,), si ha che
¥ F ¢ integrabile su ®(D) <« 1;(®)F(®) & integrabile su D.
Ma quindi
F & integrabile < F(®) & integrabile.
Inoltre, siccome per ogni 7 vale la formula
//D i (P (x, y))F(@(m, y)) ’ det (D@(m, y)) ’ dxdy = /@(D) i (u, ) F(u,v) dudv,
sommando per ¢ = 1,..., N, otteniamo

[ Pt et (Do) azdy = [ Fnauan .

(D)

INTEGRAZIONE IN COORDINATE POLARI

Per dimostrare il teorema principale di questa sezione (Teorema 20), avremo bisogno del lemma seguente.

Lemma 19. Siano Q un aperto in R? ed F : Q — R una funzione limitata. Dato un ¢ € R, sono equivalenti:

(1) F ¢ integrabile su Q e
// F(x,y)dzdy = ;
Q

(2) Per ogni successioni di insiemi compatti e misurabili D,, C § tali che
lim | Dy | = (9],
n—oo

st ha che F' ¢ misurabile su D,, e

lim // F(z,y)dedy =1 .
n—0o0 Dn,

Dimostrazione. Per esercizio. O

Teorema 20. Sia F': B — R una funzione limitata. Sia
G:[0,R] x[0,27] > R, G(r,0) :=rF(rcosf, rsinf).
Allora, sono equivalenti:

(1) F ¢ integrabile su Br;
(2) G ¢ integrabile su [0, R] x [0, 27].

Inoltre, vale la formula
R 27
// F(x,y)dxdy:/ / F(rcos&,rsin@)rd@dr.
Br o Jo

Dimostrazione. Definiamo
®(r,0) := (rcosf,rsinb),
e osserviamo che
® : (0,+00) x (0,21) = R*\ {(z,0) : = >0},
¢ un diffeomorfismo di classe C!. Per ogni € > 0, consideriamo il rettangolo
Re =&, R] X [e,2m — €.
Allora, sono equivalenti:

(le) F ¢ integrabile su ®(R.);
(2¢) F(®) ¢ integrabile su R..



Inoltre,

R p2m—e¢
// F(w,y)dxdy:/ / F(rcos@m"sinH)rder.
P(R:) € €

Quindi, la tesi € segue dal Lemma 19

Esempio 21 (Area di un disco in R?). Sia Bg il disco di raggio R in R%. Allora

27 R
|BR\:/ / rdrdf =R
0 0

Esempio 22. Sia Bg il disco di raggio R in R2. Allora

R 27 27 R T
/ xdedy:/ / r2 cos? 0 drdr = </ 00529d9) / r3dr | = =R
Br o Jo 0 0 4
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IL VOLUME DI UNA PALLA IN R3
Proposizione 23. In dimensione 3, consideriamo la palla di centro (0,0) e raggio R,
Br = {(a:,y,z) eR3 : 2?2+ ¢y2 422 < RQ}.

Allora, il volume di B ¢é dato da A

|Br| = gﬂR?’.
Dimostrazione. Osserviamo che possiamo scrivere Br come

Br = {(x,y@) eR® : 22+ y? <R} —VR2 -2 —y2<z2< \/m} .
Inoltre, indicheremo con Dy, il disco di raggio R in R?, ovvero
Dy = {(Jc,y) eR? : 2% 442 SRQ} .

Per calcolare il volume di Bgr usiamo la formula di Fubini:

VRE—z2—y?
|BR|:/// ldzdydz:// d:z:dy/ ldz:2// 24/ R? — x2 — y? dx dy.
BR DR 7\/R27127’y2 DR

Integrando in coordinate polari
x=rcosf, y=rsinb,
otteniamo

R 27 R
// 24/ R2 — 2?2 —y2dxdy = 2/ VRZ—r2dfrdr= 471'/ VRZ—r2rdr
Dr o Jo 0
Usando il cambiamento di variabile s = 72 abbiamo

R R? R? 2
2 R 4
47r/ VRZ—r2rdr= 277/ VRZ—sds= 271'/ Vitdt = 27r§[t3/2}0 = —7R3.
0 0 0

3

ESERCIZI
Esercizio 24. Calcolare il volume dell’insieme D = {(x,y, 2)€ER® : 0<z2<1—2%— yz}.

(1+ )2

7Y rdy.
o Lt 2? +y?

Esercizio 25. Calcolare //
B



