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Teorema della divergenza su domini regolari bidimensionali

DOMINI REGOLARI BIDIMENSIONALI
Ricordiamo che per i domini regolari (di classe C') bidimensionali vale il teorema seguente.

Teorema 1. Sia D un dominio di classe C' in R? e sia v : 0D — R? il vettore normale uscente su OD. Allora,
esiste una famiglia finita di curve

oj:laj,b] — R?, j=1,...,N,
tali che:
e perognij=1,...,N, la curva
o laj,b;] — R?
¢ una curva semplice, chiusa, di classe C*, con oi(a;) = o’ (b;), e regolare, ovvero:
lo(t)] >0 per ogni t € [a;,b;].
e per ogni coppia di indici i # j
Im(o;) NIm(c;) =0,
dove Im(o;) e Im(o;) sono i sostegni delle curve o; e o;:

Im(o;) == {ai(t) tte [Clubz‘]};

e le curve i, 1 = 1,..., N, parametrizzano il bordo di D, ovvero

N
0D = U Im(o;) ;
Jj=1
e le curve o; sono orientate positivamente:

det (V(a,—(t)) ) O’;(t)) >0 per ogni t € [ai, bil,

e per ogni indice it = 1,..., N.

Definizione 2. Dati un dominio D in R? di classe C* con vettore normale uscente
v:9D — R?,

ed un campo vettoriale continuo
®: 0D — R?,

Uintergale del flusso di ® attraverso il bordo é dato da:

N
P.v:= /@'l/,
/f)D J; agj

/ d.v

J
¢ Uintegrale della funzione ® - v sulla curva o; : [aj,bj] — R?, ovvero

/ @-yz/JcI)(aj(t)).u(aj(t)) | (t)| dt .

J 3J

dove, per ogni =1,..., N,



TEOREMA DELLA DIVERGENZA SU DOMINI REGOLARI

Teorema 3 (Teorema della divergenza in domini regolari). Sia D un dominio in R? con bordo 0D di classe
C'. Sia Q un aperto che contiene D e sia

®:Q R B(z,y) = (Fz,y),G(x,y)),

un campo vettoriale di classe C su .

/div@(m,y)dxdy:/ Dy,
D oD

dove v : D — R? ¢ il versore normale uscente sul bordo di D.

Dimostrazione. Consideriamo la partizione dell’unita

v, j=1,...,N
relativa al dominio D ed i rettangoli associati

Quindi, si ha che:
N
° ij =1 su D;
j=1
e perognij:=1,...,N,9¢; =0 su D\'R; ¢ DNR; ¢ un dominio normale.
In particolare, se

vj : 9(DNR;) — R?
e il vettore normale uscente sul bordo del dominio normale D NR;, allora:

/B(Dn’Rj)(ij) = /BDQRJ(%‘F) = /aij(wiF) v = /aD(zij) v

Quindi, usando il teorema della divergenza sui domini normali D N'R; otteniamo che:

N
/DdiVF(x,y) drdy = /Ddiv (F;%) dz dy
/Ddiv(iFwi) da dy
_ / <Zdeiv (Fwi)> daz dy
D \i=1
:i/Ddiv (Fi/},) dx dy

= / div (F’l/)l) dx dy
» DNR;



