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Funzioni integrabili secondo Riemann

INTEGRAZIONE SU DOMINI RETTANGOLARI

In questa prima sezione definiremo l'integrale di Riemann di funzioni limitate su domini della forma
R = [a1,b1] X [ag, ba] X + -+ X [an, by] in R™ .

La costruzione ¢ generale e funziona in tutte le dimensioni. Per semplicita, ci concentreremo sul caso n = 2.

11 dominio e la funzione. In R? consideriamo un rettangolo
R = [a,b] x [¢,d]

ed una funzione limitata
F:R—=R.

Partizioni. Siano

P[a,b] = {a:t0<t1 <tg < --- <tm:b}

Ple,a) = {c=30<81 <8 < v <sn=d}
due partizioni rispettivamente degli intervalli [a,b] e [c,d]. Per ogni i = 1,...,m e j = 1,...,n, definiamo il
rettangolo

Rij = [ti—1,ti] X [sj-1, 5]
Diremo che la famiglia di rettangoli
P:={Ry; : 1<i<m, 1<j<n}

¢ una partizione di R generata dalle partizioni Plq ) € Ple q)-

Raffinamenti. Sia Q un’altra partizione di R generata da Q) € Qc,q- Diremo che Q ¢ piu fine di P, se
Qla,p) ¢ pitt fine di P p) € Qe g ¢ pill fine di Pl g).

Le somme di Riemann. Per ogni partizione P di R definiamo:

e la somma di Riemann inferiore

S(P)=Y_> IRyl suwp Flz,y),

i=1 j=1 (z,y)ER;;
Dove R;; ¢ l'area (in dimensione piu alta, il volume) del rettangolo R;; :

Rij = (ti —ti—1)(sj — sj-1)-

Il lemma del raffinamento. Come in dimensione uno, il lemma che permette di avere una teoria di inte-
grazione secondo Riemann e il seguente:

Lemma 1 (Lemma del raffinamento).
(i) Per ogni partizione P, s(P) < S(P).
(i1) Se Q ¢ piv fine di P, allora
s(P) < s(Q) < 5(Q) < S(P).

Dimostrazione: Come in dimensione 1. O



2
Integrabilita secondo Riemann. Per il lemma del raffinamento, abbiamo che per ogni funzione F'
sup {s(’P) : P partizione di R} < inf {S(Q) : Q partizione di ’R}.
Diremo che la funzione F' : R — R & integrabile secondo Riemann, se
sup {S(P) : P partizione di R} = inf {S(Q) : Q partizione di R}
Se la funzione F' risulta integrabile, definiamo
/RF = sup {5(77) : P partizione di R} = inf {S(Q) : Q partizione di R}.

In dimensione 2 scriveremo fR F come un integrale doppio:

/RF: /RF(x,y)dmdy.

CRITERI DI INTEGRABILITA

Lemma 2 (Criterio di integrabilita 1. Il criterio base).
Siano R = [a,b] X [¢,d] CR? e F : R — R una funzione data. Se vale la proprieta sequente:

"Per ogni € > 0 esiste una partizione P tale che S(P) — s(P) <e.”

allora la funzione F ¢& integrabile.

Dimostrazione: Fissiamo € > 0 e prendiamo P come sopra. Per il lemma del raffinamento, abbiamo che

inf S(Q) —sups(Q) < S(P) —s(P) <e.
Q Q

Siccome € & arbitrario, abbiamo la tesi. O
Come conseguenza otteniamo:
Lemma 3 (Criterio di integrabilita 2. Il criterio che useremo per le funzioni continue su R).
Siano R = [a,b] X [¢,d] C R? e F : R — R una funzione data. Se vale la proprietd sequente:
”Per ogni € > 0 esiste una partizione {Rij c1<i<m, 1<5< n}
tale che per ogni 1 < i <m ed ogni 1 < j <n abbiamo che
F(X)—F(Y)<e perogni coppia di punti X,Y € R;;.”

allora la funzione F ¢é integrabile.

Dimostrazione: Fissiamo € > 0 e prendiamo P come sopra. Per il lemma del raffinamento, abbiamo che

1ng(9) —sups(Q) < S(P) — s(P).
Q

Ora, siccome per ogni rettangolo R;;
F(X)—-F(Y) <e perognicoppiadipunti X,Y € R;;,

abbiamo che

sup F' —inf F < e.
R;j Rij

Di conseguenza,
n

SP)—s(P) =3 |R”|(SupF lan) <33 Ryl = IR
i=1 j=1 Rij i=1 j=1
In conclusione ’ 7

inf S(Q) —sups(Q) < S(P) — s(P) < e|R|.
Q Q
U

Lemma 4 (Criterio di integrabilita 3). Siano R = [a,b] X [c,d] C R? ¢ F : R — R una funzione data.
Supponiamo che per ogni € > 0 esiste una partizione

P={Ri : 1<i<m, 1<j<n}
che puo essere suddivisa in due grupppi di rettangoli P =P, U Py :



e il primo gruppo di rettangoli Py ha la proprieta seguente :
F(X)—F(Y)<e perogni coppia di punti X,Y € R;; e perogni R;; € P; .

e il secondo gruppo di rettangoli Py é tale che

Z |Rij| <eE.

Rq‘,j P2

Allora la funzione F' ¢ integrabile su R.

Dimostrazione: Siccome F' & limitata, esiste M > 0 tale che
|F(X)| <M perogni X €R.

Ora, calcoliamo

S(P) —s(P) = Z |Rij|(SUpF — ian)
Ri;eP Rij Rij
= Z \Rij|(supF—ian>+ Z \Rij|<supF—ian)
RijeP1 Rij Ris Rij€P2 Rij Rij
<e > IRyl+2M Y |Ryl
Ri;eP1 Ri;€P2
<e > |Ril+2Me
Rijepl
<e Z |Ri;j| +2Me
R;;€P
= (|R| + 2M)5.

Di conseguenza,
igf S(Q) —sups(Q) < S(P) —s(P) < (IR +2M)e.
Q
Siccome € ¢ arbitrario, abbiamo la tesi. O

INTEGRABILITA DELLE FUNZIONI CONTINUE SU DOMINI RETTANGOLARI
Ricordiamo che una funzione continua su un insieme compatto € uniformemente continua, ovvero che vale il
seguente teorema.

Teorema 5 (Teorema di Cantor in R™). Sia K un insieme compatto in R"™ e sia F : K — R una funzione
continua su KC. Allora, F' é uniformemente continua:

”Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
se | X =Y|<d (X, Y €K), allora |[F(X) - F(Y)| <e.”

Teorema 6 (Integrabilita delle funzioni continue sui rettangoli). Siano R = [a,b] X [c,d] CR? e F: R — R
una funzione continua. Allora F ¢é integrabile su R.

Dimostrazione. Il teorema di Cantor implica che per ogni £ possiamo trovare una partizione che soddisfa il
secondo criterio di integrabilita. O

Lo stesso teorema (con la stessa dimostrazione) vale in R™.

Teorema 7 (Integrabilita delle funzioni continue su rettangoli in R™). Siano
R = [al,bl] X [a27b2] X X [an,bn] CR"”

e F: R — R una funzione continua. Allora F é integrabile su R.



