Teoremi ed esercizi di Analisi 2 www.velichkov.it

Forme chiuse e forme esatte in R?\ {(0,0)}

Teorema 1. Sia 7y la curva
v:[0,20] > R* | ~(t) = (cost,sint).

Sia o una 1-forma chiusa di classe C* in R?\ {(0,0)}. Allora, o ¢é esatta se e solo se /a =0.
8!

Dimostrazione. Definiamo 'arco
1 [O,g] —R?, ,u(t):(cost,sint).
Consideriamo gli insiemi

A:RQ\{(x,y) :y =0, xﬁO},
B:RQ\{(x,y) =0, ySO}.
Per ogni (z,y) € A, definiamo la curva

Moy [0,1] > R* . mpy(6) = (1—1)(1,0) + t(z,y)

e
F(z,y) :/ a.
Nz, y
Allora,
F:A—R
¢ una funzione di classe C! tale che
dFF =a su A.

Per ogni (z,y) € B, definiamo la curva

Oz [0,1] — R? | ozy(t) =(1 ft)((), 1) +t(x,y) ;

e
a: y / o+ /
Allora, !
G:B—R
¢ una funzione di classe C' tale che
dG=a su B.

Quindi basta dimostrare che
F=G su ANB.

Osserviamo che
ANB=Q,UQ_,
dove
Q+::R2\{(x,y):x§06y§0} e Q_::{(x,y)::c<()ey<0}.
Consideriamo due casi.
Caso 1. Supponiamo che (z,y) € Q. Osserviamo che anche
(1 0)€Q+ (S (0 1)€Q+

e che Q4 ¢ un aperto stellato. Allora, siccome « & chiusa (e quindi esatta su §2), abbiamo
ol =] e
N

Caso 2. Supponiamo che (z,y) € Q_. Consideriamo r >0 e 6 € (7r, gﬂ> tali che

e quindi F(z,y) = G(z,y).

x =r1cosf e Yy =rsind.
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Definiamo la curva
€:[0,1] > R*, £(t)=(1—t)(z,y) +t(cosh,sinb).

/a+/ a+/a:/ a+/a.
12 Oz,y 3 Na,y 3

Ora, siccome il concatenamento di p, 0., e § & una curva che collega (1,0) a (cos8,sinf) nell’aperto stellato

A, abbiamo che
o
/a+/ a+/a=/ (—sint,cost) - a(cost,sint) dt.
o o I3 0

Analogamente, il concatenamento di 7, ,, e £ € una curva che collega (1,0) a (cos,sin @) nell’aperto stellato B.
Quindi,

Dimostreremo che

z,y

27
/ a+/a+/ (—sint, cost) - acost,sint) dt = 0.
Nx,y 3 0
Quindi,

foof Lo (Lo ) (L)

= / (—sint,cost) - acost,sint) dt +/ (—sint,cost) - acost,sint) dt
0 0

27
/ (—sint, cost) -a(cost,sint)dt:/a:(),
0 vy

il che conclude la dimostrazione. O

Corollario 2. Sia « la 1-forma
—y T
a= ey dx + PO dy.
Allora, per ogni 1-forma chiusa 3 di classe C* su R?\ {(0,0)}, esistono una funzione di classe C*

F:R*\ {(0,0)} = R

ed una costante t € R tali che
B=ta+dF su R*\{(0,0)}.



