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Integrazione di 1-forme su curve parametriche

DEFINIZIONE
Siano © un aperto di R e v : [a,b] —  una curva. Sia
a=ai(x)dry + az(z)dry + - + an(z) dz,
una 1-forma di classe C° su €.

Se v ¢ di classe C, allora definiamo I'integrale di a su v come

L = " a(r(6) - (0 dt.

dove - ¢ il prodotto scalare in R™ e dove abbiamo identificato la forma « con il campo vettoriale
a:Q— R, a(z) = (a1(x), az(z),. .., an(z)).

Se invece v : [a,b] — Q & C! a tratti, allora definiamo

k tj
[a=>[" atoy- v
v j=17ti-1
dove
a=ty<t1 <---<tpy=0b
¢ una qualsiasi partizione di [a, b] tale che ~y : [t;_1,¢;] — R™ & di classe C([t;_1,t;]) per ogni j =1,...,k.

LINEARITA

Sia 2 un aperto in R™ e siano «a e 3 due 1-forme (di classe C°) su Q. Sia

~: [a,b] = Q

/w(aJrﬂ)/vaJr/wﬁ'

una curva C' a tratti. Allora,

INTEGRAZIONE DI FORME SU CURVE CONCATENATE
Sia Q un aperto in R™ e sia a una 1-forma di classe C° su €. Siano
7 : [a,b] = Q e Y2 i [byc] = Q

due curve C! a tratti tali che
Y1(b) = 72(b).

/ a:/ a+/ Q.
Y1*7Y2 Y1 2

Allora,

INTEGRAZIONE DI FORME SU CURVE INVERSE

Siano € un aperto in R” e o una 1-froma di classe C! su Q. Se 7 : [a,b] — Q ¢ una curva C! a tratti e se

v- a0 = R, y_(t) =v(a+b—1t),

oo

allora



INTEGRAZIONE DI FORME SU CURVE EQUIVALENTI

Siano © un aperto in R” e o una 1-forma di classe C° su Q. Supponiamo che le curve
v :a,b) = Q e c:[A,B]—Q

/Wa:/ga.

Infatti, se g : [a,b] — [A, B] ¢ la funzione tale che v = o o g, allora

siano equivalenti. Allora

a(y(t) -+ (t)dt (per definizione)

INTEGRAZIONE DI 1-FORME ESATTE

Teorema 1. Sia Q un aperto di R? e sia o una 1-forma esatta in Q; precisamente, supponiamo che oo = dF,

dove F : Q — R ¢ una funzione di classe C* su ). Allora, per ogni curva C' v : [a,b] — Q, abbiamo

La - LdF — F(v(8)) - F(+(a)).

Dimostrazione. Siccome a = dF, il campo associato alla forma « & dato dal gradiente VF.

b
/ a= / VF((t)) -~/ (t)dt (per definizione)

b
0
= / [ F (fy(t))} dt (per la formula della derivata di una funzione composta)

ot
F(~(b

)) — F(v(a)) (per il teorema fondamentale del calcolo integrale).

O

Corollario 2. Sia Q un aperto di R? e sia o una 1-forma esatta in Q; precisamente, supponiamo che a = dF,

dove F : Q — R ¢ una funzione di classe C* su Q. Allora, per ogni curva C a tratti vy : [a,b] — Q, abbiamo

La _ AdF — F(v(%) - F(1(a)).

Dimostrazione. Sia
a=ty <t <tg<---<tp=0>
una partizione di [a, b] tale che
v [t tia] = R
sia di classe C! per ogni j =0,...,k — 1. Allora,
k—1

fo5

=0

/j+1 VE(y(t)) -~/ (t) dt

tj

k—1

= (F(W(tﬁrl)) - F('Y(tj))) = F(y(tr)) — F(y(to)) = F(v(b)) — F(v(a)).

Jj=0

Corollario 3. Sia Q un aperto di R? e sia o una 1-forma esatta in Q.

Allora, per ogni curva chiusa e C' a tratti v : [a,b] — Q, abbiamo che /a =0.
%l



