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Il toro non € una palla

UNA COSTRUZIONE GENERALE: PULL-BACK DI 1-FORME

Siano Q4 e Q5 due aperti di R%2 e & : Q; — 5 una mappa di classe C',

b(x,y) = (u(:c,y)m(ac,y)) per ogni (z,y) € Q.
Sia « una 1-forma su €25. Scriviamo
a = a(u,v) du + b(u,v) dv.
Definiamo la 1-forma 8 su ; come:

6 = alu(@,y), v(z,)) (deu(z, ) do + Oyu(w,y) dy)
+b(u(, ), v(w,y)) (9v(@,y) dz + O,v(w,)

= (alulw,y), v(@,y)Oule,y) +b(ulw,y), v(w,y)
+ (a(ule,y). v(@,)0yu(@. y) + blu(e,y), v(w,y)) 9yo(e.y) ) dy

dy)
)

Ov(x )) dx

La 1-forma f ¢ detta pull-back di .
Per indicare, il pull-back, si usa spesso la notazione g = ®*a.

Nel seguito vedremo che il pull-back 5 = ®*« eredita le proprieta della forma «.

IL PULL-BACK DI UNA 1-FORMA CHIUSA E UNA 1-FORMA CHIUSA

Lemma 1. Se ® ¢ di classe C? e o é chiusa, allora anche B ¢ chiusa.

Dimostrazione. Ricordiamo che « ¢ chiusa se e solo se
Opa(u,v) = Oyb(u,v).

Per verificare se 8 & una forma chiusa, calcoliamo
9, (a(u, )yt + b(u,v) &,ﬂ)) — 8, (a(u, )3yt + b(u, v) ayv)
= (8ua(u, v)0yu + Oya(u, v)&w) Oru +W
+ (8ub(u, )0y + dyb(u, v)ayv) pv + b(u, 238570
- (3ua(u, )0yt + Byalu, v)@zv)ﬁyu — alu )
- (6ub(u, )0yt + Bub(u, u)awv) dyv — blu, 239750
= (M—l— Opal(u, v)(?yv> Ozt
n (8ub(u, )y + Wﬁ) 8y
- (Wﬁw/u+ Oya(u, v)@wv> oyu
— (8ub(u, v) Oz u —i—W) Oyv
= (00— 0.0) 0, B — (90 = D) Dy dpv = 0. O



INTEGRALE DI UNA 1-FORMA E DEL SUO PULL-BACK

Lemma 2. Sia ® : Q1 — Qo un diffeomorfismo di classe C*. Sia v : [A, B] — Q1 una curva chiusa e C* a
tratti. Allora anche ® o : [A, B] = Qs ¢ una curva chiusa e C' a tratti. Inoltre,

[l

Dimostrazione. Per ogni t € [A, B] scriviamo

Di conseguenza,

@0 (t) = (u(w(),y(1),v(x(t), y(t)) ).
Siccome ® & di classe C!, ® o« eredita la regolaritd di 7. Ora, dimostriamo che / 8= / Q.
v Doy

Per definizione abbiamo

Aﬁ = /AB (a(u(:my)w(w,y))@zuwy) + b(u(x, y), v(z,y)) &w(ﬂc,y))w'(t) dt

B
+ / (a(ue,9), v, 1) Byute,y) +b(ulz, y), v, y)) 0y0(,9) )y (1) di

A

B
= [ alute.0),v(o.0) (st )’ (1) + Ol )y ) de
A
B
+ [ b(uteny) o) (dsele)e () + 0,0 )y' (1) d

A

B
:/ a(u(z,y),v(z,y)) 6t|:u($(t)7y(t))} dt
A
+/ b(u(z,y),v(z,y)) O {v(m(t),y(t))} dt = /I)o7 o -

A

IL TORO E LA PALLA

Definizione 3. Diremo che due domini Q e Qy di R™ sono C*-diffeomorfi se:
e csiste una funzione bigettiva ® : Q1 — Qg ;
e [a funzione ® e la sua inversa ¥ : Qo — Qy sono di classe Cck .
Teorema 4 (Il toro non & una palla).
(a) R? e R?\ {(0,0)} non sono C?-diffeomorfi;
(b) in R%, By e By \ {(0,0)} non sono C*-diffeomorfi;
(c) in R?, By e By \ Bij, non sono C*-diffeomorfi ;
(d) in R3, By e T non sono C?-diffeomorfi, dove T ¢ il toro

2 2
x Y 5 1
T:=<(r,4,2) : [2——F/—] +|ly——=| +2°<-
( Y ) < /m2+y2> (y /x2+y2> 4
Dimostrazione. (a) Supponiamo per assurdo che R? e R?\ {(0,0)} siano diffeomorfi. Allora esitono una
mappa (di classe C'!) biunivoca
®:R* —» R?\ {(0,0)} elasuainversa  W:R?*\ {(0,0)} — R
In R?\ {(0,0)} consideriamo la 1-forma




e la curva chiusa
o :[0,27] — R, o(t) = (cost, sint).

La 1-forma « & chiusa in R? \ {(0,0)}, ma non esatta. In particolare,

27
_y / x(t) ’
= t ———y (1 dt
[o= ] Garbm O+ s ey )
o t t 27
:/ (Sul(—sint)—i—cos.Qcost) dt:/ 1dt =2m.
0 cos?t + sin’t cos?t +sin“ t 0

v :[0,27] — R, v(t) =Too(t).
Allora, v & una curva chiusa di classe C'!; inoltre, per definizione, abbiamo ¢ = ® o y. Definiamo la 1-forma 3
come in Lemma 1. Allora $ & una forma chiusa, e quindi esatta, in R2. Quindi,

[e=0
~
D’altra parte, per il Lemma 2, abbiamo che

o], o[-

il che ¢ un assurdo. La dimostrazione di (b), (¢) e (d) € analoga. O

Definiamo la curva



