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Pull-back di forme differenziali

PULL-BACK DI 1-FORME

Siano Q1 € R™ e Q5 € R™ due sottoinsiemi aperti rispettivamente di R™ e R™.
Sia ® : Q; — Qy una mappa di classe C*.

@(X):(ul(X),...,um(X)) per ogni X = (x1,22,...,2,) € Q.

Sia « una 1-forma su €22. Usando le coordiante
U= (u,...,un) €R™,
scriviamo « come
a=a1(U)dus + a2(U)duz + -+ + am(U) duy, ,
dove
aj: Qg =R j=1,....,m,
sono funzioni di classe C* su Q. Ora,

‘scrivendo U(X) al posto di ®(X), ‘

possiamo definire la 1-forma 8 su € come:
B =a, (U(X)) (811u1(X) dry + - + Op, 1y (X) d:pn>
+ay (U(X)) (aﬁluz(X) dzy + - + Oy, uz(X) dxn)
Lo
+ a (U(X)) (&Elum(X) dzy + -+ Oy, U (X) dxn> .

La 1-forma 3 ¢ detta pull-back di a.
Per indicare, il pull-back, si usa spesso la notazione g = ®*a.

Osserviamo che [ si puo scrivere come
B =b1(X)dzy + ba(X)dxg + - -+ + by (X) dzy,
dove le funzioni b; : 21 — R sono ottenuti dalla formula
b1(X) Opyur(X)  .ov Oy, ur(X) a1 (U(X))
(1) S I s
b (X) Oz, U (X) oo O, um(X) an(U(X))
Lemma 1 (®* & un’applicazione lineare).
(i) Siano aq e ag due 1-forme su Qo. Allora
" (g + a2) = P g + ¥ o.
(ii) Siano « una 1-forma ed f una funzione su Qq. Allora
" (fa) = F((X))P".

Dimostrazione. Segue dalla formula (1).

Lemma 2. Siano oy e as due 1-forme su Qo. Allora
‘I)*(Oél) A\ <I>*(a2) = —<I>*(a2) A\ (I)*(Oél).

In particolare,
<I>*(a1) A ‘I)*(Oq) =0.



PULL-BACK DI k-FORME

Siano ora ay,...,a delle 1-forme su €25. Allora, la forma
a1 ANag A--- Aag € una k-forma su  Qs.
Definiamo la k-forma ®* (a1 ANag A+ A ak) come
@*(al ARER /\ak) = (<I>*a1) Ao A (@*ak).

Piu in generale, data una k-forma

N
a= E af ANab A~ ANag, dove o sono 1-formesu Qo ,
j=1

definiamo la k-forma ®*« come v
oo = Z (q)*a{) /ARERWAN (q)*ai).

Jj=1

Osservazione 3. Osserviamo che per Lemma 1 e Lemma 2, questa é una buona definizione.

Esempio 4. Sia o
a=v*vdudv

una 2-forma su R? e sia ® la mappa definita come
d:R? 5 R?, O(x,y) = (xy,x),

allora
d*a = (zy)’z (ydz + zdy) A de = —z*y® dz A dy.

Esempio 5. Sia o
a=dudv

una 2-forma su R? e sia ® : (0,+00) x R — R? la mappa
®(r,0) = (rcosf, rsind),
allora
P = (cosﬁdr — rsin@d@) A (sinﬁdr +7“0089d9)
=rcos?0dr Adf —rsin®0df A dr

=rcos2@dr AdO+ rsin?0dr A db
=rdrAdf.

Come una conseguenza immediata dalla definizione, abbiamo le due proposizioni seguenti.

Lemma 6. Siano ap una k-forma e ap una £-forma su Q. Allora
@*(ak AN ag) = ((I)*ak) AN ((I)*Oég).
Lemma 7. Siano a1 e ag due k-forme e sia f una funzione su Qs. Allora

<I>*(fa1 + ag) = f((I)(X)) @*al + q)*ClCQ.

PULL-BACK DI FORME ESATTE E DI FORME CHIUSE

In questa sezione dimostreremo il teorema seguente.

Teorema 8. Siano 21 e Qs due aperti rispettivamente in R™ e R™. Sia ® : Q1 — Qo un’applicazione di classe
C? e sia o una k-forma di classe C' su €y, allora

3% (do) = d(*a).
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Cominceremo con due esercizi prelimiari che dimostrano il teorema nel caso n = m = 2. Nella sezione
successiva daremo una dimostrazione generale.

Esercizio 9. Siano Qq e Qo due insiemi aperti in R%. Sia
D:0 — Qs D(x,y) = (u(x,y),v(m,y)),
una funzione di classe C?. Sia f : Qo — R una funzione di classe C*. Dimostrare che
o*(df) = d(f(®)).

Soluzione. Osservando che

F(@(z,y) = f(ulz,y),v(z,y)),

calcoliamo
d(@*a) = d|f(ulz,y), v(z,))]|
z&a{f(u 2.y)) | do+ 0y [ f (u(z ), oz, y))] dy
= (au(z, )0, f( (x,y>,v<x,y>) + 0p0(w,9)00 f (u(z, ), o(x,y)) ) da
+ (yulw, )0 f (ulw,y), (@, 9)) + 0,0(@, )00 (u(, y), v(w,y)) ) dy
= 0uf (ulx,y),v(x y)) Dy, y) dz + Oyu(x,y) dy)
+ 0, f (u(x ) &rvxydx—i—@v(a:y)dy)
e <8uf(u, v) du + y f (u, v) dv) — &*(df),
il che conclude la dimostrazione. Il

Esercizio 10. Siano Q1 e Qo due insiemi aperti in R%. Sia
P =D, B(x,y) = (u(z,y),v(z,Y),

una funzione di classe C?. Sia

a = a(u,v) du + b(u,v) dv
una 1-forma di classe C* su Qy. Dimostrare che

o*(da) = d(®*a).

Soluzione. Supponiamo ora che la forma « sia data da

a = a(u,v) du + b(u,v) dv,
dove a: Qs > Reb:Qy — R sono funzione di classe C1. Allora

d[@* (b(u, v) dv)] = d[b(u z,y),v(z,y))0.v(z, y) dz + b(u(z, y), v(z,y))dyv(z,y) dy}
x,y),v(m,y))@xv(x,y)} Adzx
+d [b(u(ac7 y),v(z,y))oyv(z, y)} Ady
=0y b(u(z,y),v(a:,y))@mv(x,y)] dy A dx
+ Oy b(u(x y), (x,y))ayv(x,y)} dx A dy

= —0, b(u(ﬂc,y),v(x,y))@wv(x,y)] dx A dy

+ 0, [b(u(w,y), v(w, ) 0y0(a,y) | da A dy
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Ora, siccome Oy v(x,y) = Bmyv(x ), abbiamo
d{(l)* (b(u )} = [ ))] Ozv(z,y)dx Ady + Oy [ (u (x,y),v(z,y))] Oyv(z,y) dx A dy
{ (8 u Oyb(u, v +W)8 v+<6 u Oy b(u, v)—i—/w_@gbfu/f)ﬁv}dx/\dy
= Oyb(u,v) [(%u Oyv — Oyu 311)} dx N dy (scriviamo solo u e v al posto di u(z,y) e v(z,y))
= Oyub(u,v) (&Cu dx + Oyu dy) A (amv dx + Oyv dy)
= P* <6ub(u, v) du A dv).
Infine, osserviamo che
d[b(u7 v) dv} = <8ub(u, v) du + Opb(u, v) dv) A dv = Oyb(u,v) du A dv
Il che dimostra 'identita
d|@* (b(u,v) dv) | = @* (d[b(u,v) av] ).
Analogamente, si dimostra che
d[@* (alu,v) du)} =P (d[a(u, v) dul ) .

il che conclude la dimostrazione. O

Per dimostrare Teorema 8 nel caso generale avremo bisogno del lemma seguente.

Lemma 11. Sia Q un aperto in R™ e siano « una k-forma di classe C' e f una funzione di classe C? su €.
Allora

d(df A a) — —df Ada.
Dimostrazione: Basta dimostrare il lemma nel caso

a=g(z)dr;, N--- Ndz;, .

Infatti,
f of _ _
de d{(a +adxn> ( (x)d;z:“A-..Adxzkﬂ
of

:Zd[ (x )ggf] Adxj Adxi, A -+ Adg,
J

"0 of
Z oz, (g( )833]> d:m] Ndxj Adxi A~ Adxg,

ﬁ

j=1 Li=1
n n ag 6f

= Zl, 8mia—%dxi/\dxj ANdzi N ANdzi, + |:ZZ dmi/\dxj]/\dxil/\-~-/\dmik

_]_1 =1 ] j=114i=1
= ZZ 89 af dl‘i/\d.’L‘j /\dl‘il/\“'/\dl‘ik

Ox; Ox;

_] 11¢=1 ]

=dgANdf Ndz;, N+ Ndz;, = —df A da. (|

Dimostrazione di Teorema 8. Supponiamo che
a=a(U)duj, A+ Nduy,.
Allora

*a = a(U(X)) <%1;“ dei+ -+ 21;1 dxn> AREEWA (81:;k dei+---+ Oui, d:cn>
1 n



Osserviamo che per il lemma precedente

ou;, ou;, ous, ou,
d(@*a)zd(a(U(X)))/\(azl dry + -+ 2 g )/\-~ /\( dry + -+ = dmn>

oz, 0z 0z,
D’altra parte

da da da
da = ( G i o dua e e dum) Adug, Ao A dug,

e usando la formula (1), abbiamo

" (da) = (ﬁ duq + da dug + -+ -+ Oa dum) A @ (dui, ) A -+ A D" (duy,)

8 (751 8 U2 aum
= A(a(U(X))) A D (dui,) A+ A B* (du,)
- d(@*a). 0

Corollario 12. Siano Q0 e Qs due aperti rispettivamente in R™ e R™. Siano ® : Q1 — Qs una mappa di classe
C? e a una k-forma di classe C su Qy. Allora:

(i) Se a ¢é esatta, allora *« é esatta.

(ii) Se a é chiusa, allora anche ®*« é chiusa.



