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Forme chiuse di ordine superiore su aperti stellati

2-FORME CHIUSE SU APERTI STELLATI DI R?

Teorema 1. Sia Q un aperto stellato in R3. Sia
a=a(x,y,z)dy Ndz + b(x,y,z)dz Ndx + ¢(x,y,z) de AN dy,
una 2-forma chiusa di classe C' in Q. Allora o & esatta.
Dimostrazione. Cerchiamo una 1-forma
A(x,y, z)dx + B(x,y,2)dy + C(z,y, 2) dz,
tale che
ady Adz +bdz Ade + cdz A dy = d(Adx—i—de—i— Cdz)

=dANdx+dBANdy+dC Adz

- (ayA dy + 0, A dz) A da

_ (ayc - BZB) dy A dz + (aZA - amc) dz A dz + (azB - 8yA) dz A dy.

In altri termini cerchiamo tre funzioni A, B e C tali che

0,C —0.B=a
0,A—0,C=b
0zB—0,A=c
Definiamo .
A(z,y,2) = / t (z b(tz, ty, tz) — y c(tx, ty, tz)) dt,
0
1
B(z,y,z) := / t (m c(te, ty, tz) — za(tx,ty,tz)) dt,
0
1
C(z,y,2) = / t (y a(tz,ty,tz) — mb(tx,ty,tz)) dt.
0

Calcoliamo ora

1
0,C(z,y,2) — 0,B(z,y,2) = 8y/ t (y a(tx, ty,tz) — x b(tx, ty, tz)) dt
0
1
- az/ t (33 c(te, ty,tz) — z a(tx, ty, tz)) dt
0
1
= / t (ytﬁya(ta:, ty,tz) + a(tz, ty, tz) — x t 0yb(tx, ty, tz)) dt
0

1
— / t (act@zc(tx, ty,tz) — a(tz, ty, tz) — zt 0 a(te, ty, tz)) dt .
0

Siccome per ipotesi
O0za+ 0yb+0,c=0 su Q,
otteniamo che

1

0,C(z,y,2) — 0,B(z,y, 2 t (:Eta a(tz, ty, tz) + yt oya(te, ty, tz) + 2t 0a(te, ty, tz) + 2a(tz, ty,tz)) dt

1
t2 x Oya(tr, ty,t2) + t2 y O a(te, ty, t2) + 2 2 ,a(tx, ty, t2) + 2t a(tx, ty, tz)) dt

—_

Il
%c\c\

t a(tx ty,tz)} dt = a(z,y, 2). O

1



In particolare, abbiamo anche ottenuto il teorema seguente.

Teorema: Siano ) un aperto stellato in R3 e
QSR @@y2) = (ale,y.2), be,y.2), cle,y.2)

un campo vettoriale di classe C' su .
Se il campo @ e solenoidale, allora ® € un campo rotore, ovvero:
esiste un campo vettoriale ¥ : Q — R3 tale per cui VA U = &.

Dimostrazione. Siccome il campo @ é solenoidale, la 1-forma associata
a=a(z,y,z)dy Ndz + b(x,y, z)dz Adx + c(x,y, z) de A dy
¢ chiusa. Per il Teorema 1, abbiamo che « ¢ esatta, ovvero esiste una 1-forma
B =A(z,y,2z)dx + B(z,y,z)dy + C(z,y, z) dz
tale che df = a. Ma allora, definendo
U:0— R, U(z,y,z2) = (A(x,y,z), B(z,y, z), C(m,y7z)),
si ha che VAU = ® in . (|

3-FORME SU APERTI STELLATI DI R?

Teorema 2. Siano Q un aperto stellato in R? ed a una 3-forma su R. Allora o é esatta.
Dimostrazione. Possiamo scrivere o come

a=F(z,y,z)de Ndy Ndz.

Cerchiamo una 2-forma

B=A(z,y,z)dy Ndz + B(x,y,z)dz ANdx + C(z,y, z) dx A dy,
tale che
0, A+0yB+0.C=0 su Q.
Per ogni (z,y, 2) € Q, definiamo

1
A(z,y, 2) :=/ t2 @ F(ta, ty, t2) dt,
0
1
B(z,y,2) :=/ t2y F(tx, ty, tz) dt
0

1
C(x,y,z2) = / t? 2 F(ta, ty, tz) dt .
0
Allora,
0. A(z,y,2) + 0yB(z,y, 2) + 0.C(x,y, 2)

1
= / t2 (3F(m, ty,tz) + xtd, F(tx, ty, tz) + ytO, F (tz, ty, tz) + 2t0, F (tx, ty, tz)) dt
0

1
:/ o [tsF(tz,ty,tz) dt
0

il che conclude la dimostrazione.

F(z,y,2),

FORME DIFFERENZIALI SU APERTI STELLATI DI R3

Teorema 3. Su un aperto stellato Q@ C R? tutte le forme chiuse sono esatte.



