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Applicazioni miltilineari alternanti e forme differenziali

APPLICAZIONI MILTILINEARI ALTERNANTI. DEFINIZIONE

Definizione 1. Dato un numero naturale k > 1 ed uno spazio vettoriale R™, un’applicazione miltilineare su
R™, ¢ una mappa
L:R"xR"x---xR" >R
k wvolte
lineare in ogni variabile, ovvero tale che, per una qualsiasi famiglia

X1,..., X, €R"

di k vettori, si ha:
o fissali un qualsiasi indice j = 1,...,k ed un qualsiasi vettore Y; € R,
L(X1,Xo, ..., X;+Y), ... Xy) = L(X1,Xo,..., Xj,... Xg) + L(X1, Xo, ..., Y, ... Xp);
e fissati un qualsiasi indice j = 1,...,k ed un qualsiasi numero reale o € R,
L(Xl,XQ,...,an,...Xk) :ozL(Xl,Xg,...,Xj,...Xk).

Diremo che L ¢ multilineare alternante se scambiando una qualsiasi coppia di vettori, il valore di L cambia
segno, ovvero:
e per ogni coppia di indici diversi i # j € {1, ceey k} st ha che

L(X1,oo o Xoy ooy Xy X)) = —=L(X0, o Xy Xy, X)),

L0 SPAZIO DELLE APPLICAZIONI MULTILINEARI ALTERNANTI

Osservazione 2. Osserviamo che se
Li: R >R e Ly: (R >R
sono due applicaziont multilineari alternanti, allora anche la somma
Li+Ly: (R - R

e multilineare alternante. Se invece

L: (R - R,
¢ multilineare alternante e o € R é un numero reale, allora anche Uapplicazione

aL: (R"* =R

e multilineare alternante. Lo spazio delle applicazioni k-lineari alternanti su R™ é quindi uno spazio vettoriale.

APPLICAZIONI MULTILINEARI ALTERNANTI E FAMIGLIE DI VETTORI LINEARMENTE DIPENDENTI

Osservazione 3. Siano
L: (R =R,
un’applicazione multilineare alternante e
X, , X eR”
una famiglia di k vettori in R™.
o Se esistono due indici i # j € {1,...,k} tali che
X=X,

allora



e Di conseguenza, se i vettori Xq,..., X sono linearmente dipendenti, allora
L(Xl,XQ,...,Xk) =0.

e In particolare, se k > n, allora
L=0,
ovvero, quando k > n, l'unica applicazione k-lineare alternante su R™ é quella nulla.

LE APPLICAZIONI dz; A dz;

Consideriamo lo spazio vettoriale R™. Fissati due indici

i,j€{1,...,n},
definiamo 'applicazione
de; Ndz; : R" xR" - R

come

a; b

dJUi A dJZj(A, B) = det

a; by

per ogni coppia di vettori

a by

as b2
A= e B = .

Qg bn

Osserviamo che:
e dr; Ndx; =0
o dr; Ndx; = —dz; Ndx; .

LE APPLICAZIONI dx; A dxj A dxy,
Di nuovo, consideriamo lo spazio vettoriale R™. Fissati tre indici
i?j?k 6 {]‘7"'7n}7

definiamo 'applicazione
dx; Ndxj ANdzy : R™ x R x R" =+ R

come

a; bi C;

de; Ndzj Ndxp(A,B,C)=det | a; b; ¢

ap br ck

per ogni tripla di vettori
ai by C1
as bo C2
A= , B = e C=

an by, Cn

Osserviamo che:
e se due fra gli indici 4, j, k sono uguali, allora dz; A dx; Adxy, =0 ;
e scambiando 'ordine di esattamente due fra gli elementi dz;, dr; e dxy, I'applicazione cambia segno:
dz; ANdzj Adrg = —dz; Adx; Adxy (scambiando il primo ed il secondo),
dx; ANdx; N\ dxy = —doi A dxj A dx; (scambiando il primo ed il terzo),
da; Ndxj N dr, = —dx; A dxg A da; (scambiando il secondo ed il terzo).



UNA BASE (CANONICA) PER LO SPAZIO DELLE APPLICAZIONI MULTILINEARI ALTERNANTI

Vale il teorema seguente (che lasceremo senza dimostrazione).

Teorema 4. Dato lo spazio vettoriale R™ ed un numero naturale
1<k<n
ogni applicazione multilineare alternante
L:(R"* =R
St puUO Scrivere in MaANIETa UNICa COME
L= Zai17i27,__,ikdxil ANdzi, N Ndz;,,

dove a;, i,,....i € R sono coefficienti reali e la sommatoria e su tutti gli indici

1<ii<ig<ig< - <t <n.

FORME DIFFERENZIALI

Definizione 5. Siano Q un aperto in R™ e k un numero naturale,
1<k<n.

Una k-forma differenziale o su Q) é una mappa (una funzione) che ad ogni punto X € Q associa un’applicazione
k-lineare alternante a(X) (che a sua volta ¢ una mappa da (R™)* a valori R).

e QOsserviamo che, come corollario di Teorema 4, abbiamo che ogni k-forma su Q si scrive in maniera

unica come
o = E @iy ig,... 0k (X) d!L‘il AN d$i2 VARERIVAN dl’ik,

dove la sommatoria e su tutti gli indici
1<ii<in<ig< - <ip <n,
e dove i coefficienti
Gy g, in - 2= R
sono funzioni definite su Q.
e Diciamo, inoltre, che la forma o ¢ di classe C* (oppure C?) se tutti i coefficienti
Giy g, in - 2= R
sono funzioni di classe C1 (o rispettivamente C?) su Q.

e Per completezza, si possono definire anche le 0-forme su . Precisamente, una 0-forma di classe C! su
Q ¢ semplicemente una funzione
F:Q—-R

di classe C su €.

OPERAZIONI CON FORME DIFFERENZIALI

Somma di due forme differenziali (dello stesso ordine).

Siano 2 un aperto in R™ e k un numero naturale, 1 < k < n. Date due k-forme « e 3 su €,

o = Zail,iz,---ﬂ'k (X) dd?il A dCCZ‘2 A=A dxik,

ﬂ = Z bi],ig,...,ik (X) dJCil A dl‘i2 JANRERIWAN dl?ik,

definiamo la k-forma « + 8 su 2 come

(8] + ﬂ = Z (aih,;z’“_,ik (X) + bil7i27---7ik (X)) dil?il A dl’iQ JANRREIVAN dl’ik .
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Prodotto di una forma differenziale con una funzione.
Siano € un aperto in R™ e k un numero naturale, 1 < k < n. Date una k-forme « su €2,
a:Zaihh ,,,,, 1k(X)d$21Ad$Z2AAd$Zk,

ed una funzione
Q=R
definiamo la k-forma fa su 2 come

fO[ = Z (f(X) ail,iz,,_”ik (X)) d(Eil A d.’Ei2 VANIERWAN d.’Eik .

PRODOTTO ESTERNO

Prodotto esterno di due 1-forme.
Sia Q un aperto di R™ e siano
a = ay1(x)dry + as(x) des + as(x) dzs + - - - + ap () doy,

B =bi(x)dx1 + ba(x) dxo + bg(:L‘) dxs + -+ by (x) dxy,
due 1-forme su 2. Definiamo la 2-forma a A S come

aNp = i iai(x)bj(m) dx; A dx;.

i=1 j=1
Prodotto esterno di una k-forme con una /-forma.

Sia © un aperto di R™ e siano « e § rispettivamente una k-forma ed una ¢-forma su €. Il prodotto esterno a A 3
si definisce tramite le regole seguenti:

e Sea=dx;, N---Ndzx;, e f=dx; A--- Adzx;,, allora
alAfB= (dmil /\~~~/\dmik) A (dxj1 /\~~~/\dxje) =dx; N Ndxg, Ndxg, Ao Ndxy,
e Se f e g sono funzioni, a € una k-forma e 8 & una [-forma, allora
(f(z)a) A (g(x)B) = fz)g(x)a A B.
Per esempio,
(x2 dy) A (y dx) = 22ydy A dx = —zydz A dy.
e Se a e (3 sono due k-forme e v e § sono I-forme, allora
(a+tB)Ay=aAy+ BN,
aN(y+d)=aAy+aAd.
Per esempio,

(xdx—i—ydy) A (e” d:lc—f—eydy) =ze® dx Ndx + ze¥ dx A dy + ye“dy A dz + ye¥ dy A\ dy
=xe¥dr Ndy + yeTdy N dx
=zxe¥dr Ndy — ye® dx N dy
= (:cey — yex) dx N dy.

(2zdz Ady + 3ydy Adz) A (e dz + ¥ dy) = 2ze® (dx A dy) A dz + 2ze? (dz A dy) A dy
+ 3ye”(dy A dz) A dx + 3ye (dy A dz) A dy
= 3ye®dy Ndz N dx
= —3ye’dy N dx N dz (scambiando dz e dzx)

= 3ye®dx N dy N dz (scambiando dy e dx).

e Osserviamo, inoltre, che vale la regola associativa. Se «, S e v sono una k-forma, una I[-forma e una
m-~forma su un aperto 2 C R™, allora

(@ AB)ANy=aA(BAY).



DERIVATA ESTERNA E DIFFERENZIALE

Definizione 6. Siano Q un sottoinsieme aperto di R™ ed
F:Q—->R

una funzione di classe C™ per un qualche m > 1. Definiamo il differenziale di F' come

Osserviamo che dF ¢é una 1-forma di classe C™ 1 su Q.

Piu in generale, data una k-forma
« = E a“wlk(X) dlL’il /\Clﬂfi2 /\/\dl‘lk 5
1<i1 <2< <ip<n
di classe C™ su §, definiamo la derivata esterna di o come
do = E dailiz_“ik AN dxi] A qu;Q VANCERIVAN d,Iqjk .
1<i1 <ip <+ <ip<n

Osserviamo che da & una (k + 1)-forma di classe C™ =1

ESERCIZI ED ESEMPI DI CALCOLO

Esercizio 7. Usando le coordinate x,y in R?, calcolare
d(a?) ;
d(zy) ;

[ )
[ )
o d
o d
e d
e d
[ )

d(xdx + ydy).

Esercizio 8. Usando le coordinate x,y, z in R?, calcolare
d(zyz) ;

d(z%2) ;

d(ysin(z)) ;

d(yzdm) ;

d(d(zyz)).

Esercizio 9. Scrivere come

a(z,y,z)dz + b(z,y, z)dy + c(z,y, 2) dz,
oppure come
A(z,y,z)dy Ndz + B(z,y,z)dz Ndz + C(x,y, z) de A dy,
le forme differenziali sequenti.

(1) d (%)
(2) d(z —y)
(3) d(zy — yz + zz)
(4) d(z —y) Nd(y — z)
(5) d(x + 2) Nd(z — 2)
(6) d(zy) Ad(zz)
(7) d(zd(zy));
(8) d(d(z ))

d(z? — 2?))
Yy

(
(9) d(
(10) d(zy) A (y dx — z dy).
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Esercizio 10. Calcolare

1 1
d <—dx + dy> .
y T
d ( L dy) .
T4y r+y
Esercizio 12. Calcolare

—y T
d d dy | .
(x1+f x+x2+y2y>

Esercizio 11. Calcolare

Esercizio 13. Sia ¢ : R — R una funzione di classe C'. Calcolare

Y
d( +y2<p(x +y)dm—|— +y230(33 +y)dy)

SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI 7 E 8
Esercizio 7
o d(2?) =2xdx;
e d(zy) = ydz + xdy;
(

e d(ye*) = ye*dx + e* dy;

=8

o d(yd
o d(zydy) = d(zy) Ndy = (ydz + xdy) Ady = ydx Ady;
Od(wdy ydm)—dm/\dy dy Ndx = 2dz N\ dy;
od(xdx—kydy)—dac/\dx—kdyAdy—()

ydx )*dy/\dl‘**dlf/\dy,

Esercizio 8
(zxyz) =yzde + zzdy + zydz;
al(x2 ) =2zzdr + 22 dz;
e d(ysin(z)) =sinzdy + ycoszdz;
) d(yzdx) =d(yz) Ndx = (zdy—I—ydz) ANdr=zdyANdr+ydzANde = —zdx Ndy+ydz ANdzx;
[ ]
d(d(zyz)) = d(yz dz + zz dy + zy dz)
=d(yz) Ndz + d(zz) ANdy + d(zy) AN dz
:(zdy+ydz)/\dm+(zdx+xdz)/\dy—i—(xdy—i—ydx)/\dz
=zdyNdr+ydzANde+zde Ndy+xdz ANdy+zxzdy Ndz+ydr ANdz
=0.



