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Equazioni differenziali ordinarie in coordinate polari

SISTEMI IN COORDINATE POLARI

Lemma 1. Siano x : [0,7) - R ey :[0,T) = R due funzioni derivabili.
Supponiamo che eistono due funzioni derivabili

r:[0,7) = (0,+00) e 6:10,7)— (0,27),

tali che, per ogni t € [0,T),

Allora,
' =1"cosh —rf sinb
y = 1'sin€ + 16 cos .

In particolare, se

F:R2\{(0,00} =R e G:R*\{(0,0)} =R
sono due funzioni date, allora sono equivalenti

(1) per ognit e [0,T)

(2) per ognit € [0,T)
r = (cos@,sin@) : (F(rcos@,rsin&%G(rcos@,rsinﬁ))

0 — %( — sin@,cos@) . (F(rcos&,rsinﬁ),G(rcosﬁ,rsin&)).

Dimostrazione. Possiamo scrivere (1) come

' =1"cosf —rf' sinf = F(rcos,rsinf)
Yy =1"sinf + 160 cos = G(rcosb,rsinb),

il che & equivalente a
r' = cos@F(rcosG,rsin@) + sinHG(rCOSQ,rsinH)

o = 1(—sinc9F(rcos€,rsin€) +COS€G(rcos0,rsin9)>.

Teorema 2. Siano
F:R2\{(0,00} =R e G:R*\{(0,0)} =R

due funzioni localmente lipchitziane su R? \ {(0,0)}. Siano T >0 e

z:[0,7)—=R e y:[0,T) =R



due funzioni derivabili, soluzioni del sistema

' (t) = F(x(t),y(t))
y'(t) = G(x(t),y(1))

2(0) = o, y(0) = yo,

I

e tali che
*(t) + y*(t) > 0 per ogni  t € [0,7T).

Scriviamo il dato iniziale (xo,yo) in coordinate polari come
T = rocosby , T = rosinfy ,
per un qualche rg > 0 e Oy € R. Allora, esistono due funzioni derivabili
r:[0,T) — (0, +00) e 6:[0,7) — (0,2m),
soluzioni del sistema

r = (cos&,sinG) . <F(rcos€,rsin9),G(rcosQ,rsinG))

0 = %( —sinf, cos ) - (F(Tcosﬁ,rsin@),G(rcos@,rsinG))

T(O) =To, 9(0) == 90,

e tali che

z(t) = r(t) cos (6(t)) e y(t) = r(t)sin (6(¢)).

Dimostrazione. Per il teorema di Cauchy-Lipschitz esiste una soluzione
r: [0, Thnaz) — (0, +00) e 0: [0, Thhaz) — (0,27),

del sistema
r' = (cos@,sin@) . (F(rcos@,rsin@),G(rcos@,rsin@))

1
o = 7( - sinG,cosG) . (F(TCOS@,rsinﬁ), G(rcos&,rsin@))
r
’I"(O) =To, 9(0) = 90,
dove T},q: € il tempo massimale di esistenza della soluzione. Per il Lemma, [1} abbiamo che la funzione
@ 7)1 [0, Tonaz) = R2\{(0,0)} ,  (F(£),5(t)) = (r(t) cos (0(t)) , r(t) sin (9(75))) .
& soluzione del sistema

7'(t) = F(z(t),y(t)) perogni t€ [0, Tmaz),
y'(t) = G(z(t),y(t)) perogni t€ [0, Thaa),
2(0) = zo, ¥(0) = yo

Per I'unicita della soluzione, abbiamo che

per ognit € [0, min{7, Tmax}). Quindi, basta dimostrare che T}, > T. Supponiamo, par assurdo, che

Trae <T.

Siccome

K ={(@(0),9(0) « 1€ [0,Tma) },
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¢ un compatto strettamente contenuto in R?\ {(0,0)}, abbiamo che esiste una costante M > 1 tale che

1
Lo VPTP M peromi (@)€K

Di conseguenza, 'unica possibilita per avere Tinq, < +00 € avere una successione di tempi

ln € [0; Tma:c) ’ tn = Traa
tale che
nEI_{looe(tn) = +oo. (1)

D’altra parte, usando di nuovo la compattezza di K, abbiamo che esiste una costante C' > 0 tale per

cuil
F
( (%y))\ <C perogni (z,y)€ M.
Quindi

—C<O(t)<C perogni t,E¢€ [O,Tmaz).

e di conseguenza,
0o — CTinax < 0(t) < 6y + CTinae per ogni t, € [O,Tmaz),

il che ¢ in contraddizione con . In conclusione, Tyq. > T. O

ESERCIZI

Esercizio 3. Considerare il problema di Cauchy

Tr=—x—y
y=z-y
z(0) = zo
y(0) = o,

dove (x0,y0) # (0,0).
(i) Scrivere il sistema in coordinate polari.
(ii) Trovare la soluzione in coordinate polari in funzione del dato iniziale.
(i) Tracciare la traiettoria approssimativa della soluzione.
(iv) Mostrare che per ogni dato iniziale la soluzione (x(t),y(t)) converge a (0,0).
Esercizio 4. Considerare il problema di Cauchy
v = —y—z(z* +y?)
v =z—y(@*+y°)
a(
y(0

o
~—

:xo

= Yo,

~—

dove (xg,yo) # (0,0).

(i) Scrivere il sistema in coordinate polari.

(iii

)
(ii) Trovare la soluzione in coordinate polari in funzione del dato iniziale.
) Tracciare la traiettoria approssimativa della soluzione.

)

(iv) Mostrare che per ogni dato iniziale la soluzione (x(t),y(t)) converge a (0,0).



Esercizio 5. Considerare il problema di Cauchy
o =z(z?+y?) —z—y
y=y@®+y*) +a -y
(

y(0) = yo,

8
=

dove (zg,yo) # (0,0).
(1) Scrivere il sistema in coordinate polari.
(ii) Dire per quali valori del dato iniziale (xo,yo) la soluzione é periodica.
(iii) Tracciare la traiettoria approssimativa della soluzione in funzione del dato iniziale.

Esercizio 6. Considerare il problema di Cauchy

dove (o, y0) # (0,0).
(i) Scrivere il sistema in coordinate polari.

(ii) Dire per quali valori del dato iniziale (xo,yo) la soluzione é periodica.
(iii) Per quali valori del dato iniziale la soluzione é limitata?

)

(iv) Tracciare la traiettoria approssimativa della soluzione in funzione del dato iniziale.



