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Continuità rispetto al dato iniziale

Proposizione 1. Siano Ω un insieme aperto in Rd, F : Ω→ Rd una funzione localmente lipschitziana
su Ω e X0 ∈ Ω un punto (dato iniziale) fissato. Supponiamo che

Y : [0, T )→ Rd e Z : [0, T )→ Rd

siano due soluzioni di{
Y ′(t) = F (Y (t)) per ogni t ∈ (0, T )

Y (0) = Y0
e

{
Z ′(t) = F (Z(t)) per ogni t ∈ (0, T )

Z(0) = Z0

Supponiamo che Br(X0) ⊂ Ω sia una palla tale che:

(a) |F (X)− F (Y )| ≤ L|X − Y | per ogni X,Y ∈ Br(X0),

(b) Y (t) ∈ Br(X0) e Z(t) ∈ Br(X0) per ogni t ∈ [0, T ).

Allora
|Y (t)− Z(t)| ≤ eLt|Y0 − Z0| per ogni t ∈ [0, T ).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione

f(t) = |Y (t)− Z(t)|2 per ogni t ∈ [0, T ).

Calcoliamo la derivata

f ′(t) = ∂t
[
|Y (t)− Z(t)|2

]
= 2
(
Y ′(t)− Z ′(t)

)
·
(
Y (t)− Z(t)

)
= 2
(
F (Y (t))− F (Z(t))

)
·
(
Y (t)− Z(t)

)
.

Ora, per ipotesi, abbiamo che ∣∣F (Y (t)
)
− F

(
Z(t)

)∣∣ ≤ L|Y (t)− Z(t)|.

Di conseguenza,
f ′(t) ≤ 2Lf(t).

e quindi

∂t

(
f(t)e−2Lt

)
≤ 0.

In conclusione,
e−2Lt|Y (t)− Z(t)|2 ≤ |Y0 − Z0|2 per ogni t ∈ [0, T ).
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