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Teorema di Cauchy-Lipschitz

EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE E PROBLEMA DI CAUCHY

Siano  un aperto in R4, Xg € R% ¢ F : Q — R? una funzione continua. Sia 7' > 0 un numero reale
oppure T' = +00. Diciamo che la funzione X : [0,T) — R? & soluzione del problema di Cauchy

X = F(X), W
X(0) = Xo,

e X ¢ differenziabile (e quindi anche continua) su [0,7) e X (0) = Xo;
e per ogni t € [0,T) abbiamo X'(t) = F(X (¢)).

Scrivendo
I (t) Fl (X)
X(t) = x2:(t) e F(X)= o (:X)
xd(t) Fd(X)

possiamo scrivere 'equazione differenziale ordinaria X’ = F(X) come un sistema

z)(t) = Fi(z1(2), ..., za(t))
33,2(75) = FQ ($1(t), ey :cd(t))

x&(t) = Fd(l'l (t), ey :cd(t))

EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE - FORMULAZIONE INTEGRALE

Siano € un aperto in R", Xy = (2§, ... ,xg) € Qed F: Q — RY una funzione continua.

Supponiamo che
X:0,7)=Q,  X(@) = (x1(t), z2(t), ..., za(t)),

sia una funzione continua su [0,7") tale che
z(t) = xé + /tFj(xl(s), ...,x4(s))ds perogni te€[0,T) eperogni j=1,...,d,
che scriveremo in forrfla compatta come
X(t) = Xo+ /OtF(X(s)) ds perogni te0,7).

Allora X (0) = Xj. Inoltre, per il teorema fondamentale del calcolo integrale, ogni componente di X &
derivabile su [0,7T) e la sua derivata ¢ data da
X'(t)=F(X(t)) perogni te[0,T).
Quindi, la funzione X : [0,T) — R? ¢ soluzione del problema di Cauchy .
Pit in generale, se T7 > 0, T5 > 0 e se esiste una funzione continua
X: (-1, Ty) —» Q
tale che

¢
X(t):X0+/ F(X(s))ds perogni te (-=T1,Th),
0

allora
{X’(t)zF(X(t)) per ogni ¢ € (T3, T3),



TEOREMA DI CAUCHY-LIPSCHITZ
Definizione 1. Sia Q un aperto di R®. Data una funzione
F:Q— RY
diciamo che F ¢ localmente Lipschitziana su €, se:
per ogni Xo € Q  esistono >0 e L >0 taliche
|F(X)—F(Y) <LIX -Y| perogni X,Y € B.(Xo)NAQ.

Teorema 2. Sia Q un aperto in R? e sia F : Q — R% una funzione localmente Lipschitziana su €.
Allora, per ogni Xg esistono T’ > 0 € una funzione

X :[-T,T] - Q
continua e derivabile su [=T,T] e tale che

X'(t)=F(X(t)) perogni tel0,T],
X(0) = Xp.

Dimostrazione: Dimostreremo che esiste una soluzione del problema nella sua formulazione integrale,
ovvero mostreremo che esistono 7" > 0 ed una funzione continua

X:[-T,7] = Q

tale che .
X(t) = Xo +/ F(X(s))ds perogni te€[-T,T],
0

dove ricordiamo che per t < 0

t 0
/ F(X(s))ds:= —/ F(X(s))ds.
0 t
Step 1. La succesione. Siano 7 > 0 e L > 0 tali che B,(Xo) C Qe
|F(X)—F(Y)| <LIX-Y| perogni X,Y € B,.(Xp).
Fissiamo un 7" > 0 che sceglieremo in seguito. Definiamo la seguente successione di funzioni continue:

e X ¢ la funzione costante:

Xo(t) = Xo perogni te[-T,T].
o X,11:[-T,T] — R ¢ definita come

t
Xnt1(t) = Xo +/ F(X,(s))ds perogni se[-T,T].
0

Step 2. La buona definizione. Per essere certi che la successione di funzioni sia ben definita bisogna
verificare che ad ogni passo abbiamo

Xn(s) € perogni se[-T,T].



Infatti, per definire X,,41, bisogna avere che F'(X,(s)) sia definita per ogni s € [T, T].
Osserviamo che, per ogni ¢ € [0, 7],

) = ol < [ P60 ds
< /Ot (|F(Xo)| + Lr) ds < t(|F(Xo)| + Lr) < T(|F(Xo)| + Lr).
Analogamente, per ogni t € [T, 0],
X0 = ol < [ 1P ds
< /tO (|F(Xo)| + Lr) ds < [t|(|F(Xo)| + Lr) < T(|F(Xo)| + Lr).
Scegliendo T' (in funzione di L, r e |F(Xp)|) tale che

T(|F(Xo)| + Lr) <,

abbiamo che se
| Xn—1(t)| <r perogni tel[-T,T],

allora anche
| X, (t)] <r perogni te[-T,T].

Step 3. La distanza fra X,4+1 e X,. Per ogni t € [0, T] stimiamo

X1 (1) — Xa(1)] < / F(Xo(5)) ds — / F(X_1(s))|ds

t
< [ 1P ~ PG (o)] ds
0
t
g/ L‘Xn(s) —Xn_1(3)|ds
0
t
< / LI X — Xo oo ds < L] X0 — Xo1]lo0 < TLI X0 — Xo 1]l -
0
Analogamente, per t € [T, 0]

0 t
X1 (t) — Xa(8)] < / F(Xo(s)) ds — /0 F(X,_1(s))| ds

0
< / |F(Xn(s)) — F(Xn-1(s))| ds
t
0
< / L‘Xn(s) - Xn,l(s)} ds
t
0
< / LHXn - anlHoo ds < ’t’L”Xn - anluoo < TLHXn - anlHoo .
t

In conclusione
Xoi1(t) = Xn(t)] < TL| Xy — Xooilloo per ogni t € [T,7).
Ora, siccome la disuguaglianza vale per ogni ¢t € [T, T, abbiamo

HXn+1 - XnHoo = sup [ Xpp1(t) — Xn(t)] < TL”Xn - Xn—IHOO-
te[-T,T)

Iterando la stima, otteniamo che

[ Xnt1 = Xnlloo < (TL)"[[ X1 = Xol|oo-



Scegliendo T tale che
LT <1,

abbiamo che la serie
+oo
> 1 Xn+1 = Xalloo
n=0
converge. Di conseguenza, la successione
. d
X, [-T.T] =R
converge uniformemente ad una certa funzione continua

X :[-T,7] - R

Step 4. Conclusione. Come conseguenza della convergenza uniforme, abbiamo che

lim X, (¢) = X(t) perogni te[-T,T],

n—oo
e quindi
| X (t) — Xo| = lim |X,(¢) — Xo| <r perogni te[-T,T].
n—oo
In particolare,
X(t) € B,(Xy) CQ perogni te[-T,T].
Ora, consideriamo I’identita
t
Xpt1(t) = Xo+ / F(X,(s))ds.
0

Passando al limite per n — oo, otteniamo che

lim X, (t) = X(1).

n—oo

D’altra parte, quando t € [0, 77,

[ Ftaen s = [ Foxeas

‘Xo—l—/OtF(Xn(s))ds - (X0+/OtF(X(s))ds)

< /0 [F(X,(s)) — F(X(s))| ds
g/o L| Xy (s) — X(s)|ds

t
< / LI X, — X ds
0
< tL| X — Xl < TL| X0 — X .

Analogamente, per t € [T, 0], si ha

‘Xg + /OtF(Xn(s))ds - (XO + /OtF(X(s)) ds) < TL|| X0 — X]|oo -

Ora, siccome || X, — X|lcc — 0, abbiamo che

lim ( Xo+ tF(Xn(s))ds = X, + tF(X(s))ds.
0 0

n—oo

Di conseguenza,

X(t)—Xo—i—/OtF(X(s))ds. O



